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प्राचीन सुद्राओं के अध्ययन में पुरातत्व रसायन का उपयोग 


स्वामी सत्यप्रकाश सरस्वती * 


विज्ञान परिषद्‌ प्रयाग द्वारा आयोजित इस विज्ञान-अनुसन्धान गोष्ठी में मैं प्रापका ध्यान 
पुरातत्व रसायन के महत्व की ओर आकर्षित करना चाहता हूं। इण्डियन सांइस कांग्रेस के वाधिक समारोह 
के अवसर पर विज्ञान परिषद्‌ ने इस प्रकार की गोष्ठियों की श्रायोजना की है जिनकी अपनी निजी 
विशेषता है। पुरातत्व-रसायन पभ्रम्मी तक रसायन के क्षेत्र में इन कांग्रेसों के समारोहों में अधिकृत स्थान 
प्राप्त नहीं कर पाया है | संभव है, कालान्तर में इस विषय के सम्बन्ध में लोगों की भश्रधिक रुचि जागृत 
हो जाय । श्राज तो यह विषय राधारणतया उपेक्षित ही माना जाता है। पुरातत्व शब्द का प्रयोग मैं 
संकुचित ग्रर्थों में ही. करना चाहता हू । मनुष्य ने अपनी सम्पता ओर संस्कृति के विकास में युग-युगान्तरों 
में बहुत सी सामग्री अपने कौशल द्वारा ब्रनायी-.उसका उद्देश्य तो यह न था कि यह सामग्री युगों तक 
सुरक्षित रमखी जायगी । उसकी बनायी इस साभग्री में से बहुत सी तो विनष्ट हो गयी । फिर भी कुछ 
वस्तुयें दैवयोग से या विशवन्न संयोग से जीर्णशी्ण भ्रवस्था में सेकड़ों वर्षों की विपरीत परिस्थितियों का 
सामना करते हुए भी हमारे पास झ्राज तक सुरक्षित या प्रल्परक्षित अवस्था में विद्यमान हैं। यह हमारी 
पुरातत्व-सामग्री है, जिसे इस युग में श्रजायबघरों (म्यूज़ियमों) में वर्गक्रुत करके सुरक्षित रखने का 
प्रयत्न किया जाता है। पिछली शत्तियों में घनीमानी परिवारों में कुछ पुरानी परम्परागत वस्तुयें समाल 
कर रक्‍्खी जाती थीं -- राजघरानों में ऐसा बहुधा होता था, पर म्यूज़ियमों का निर्माण उननीसवीं श्रौर 
बीसवीं शती की विशेष देन है । इनकी संस्थापना केवल कोतृहल के लिए नहीं की जाती । किलों की 
पुरानी दीवारें उस समय का, जब कि वे बनी थीं, जीता-जागता इतिहास हैं- निर्माए कौशल का भी, 
श्रौर उस समय के ज्ञान-विज्ञान का भी । श्राज तो यह विषय स्वयं एक शास्त्र बन गया है--'ग्यूज़ियम 
साइंस” भर्थात्‌ संग्रहालय-विज्ञान । संग्रहालय-विज्ञान का ही एक अंग है 'पुरातत्व-रसायन । 875 ई० से 
पूर्व पुरातत्व-” साथन नाम का कोई रसायन का विभाग न था। 875 में प्लोलिम्पिया (00977एं) के 
पुराने खंडहरों का खनन वैज्ञानिक ढंग से क्रिया गया, झौर तमी से पुरातत्व-रसायन नाम का ज्ञान-ल्षेत्र 
हमारे सामने प्रस्तुत हुआ। यह ठीक है कि इस वर्ष से पहले भी कतिपय रसायनज्ञों ने पुरातत्व की कुछ 
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सामग्री का रासायनिक विश्लेषण, +किया था 4: :इत' प्रसिद्ध-रसायत्ज्ञों में कुछ उल्लेखनीय ये हैं--बलेप रॉय 
(897०00,795), डेवी (0809,:॥85),:बर्जी लियस (फटाइ८॥ाप७,8365),' गोबेल (5060८), 842) 
मैलेट (१४०॥८८, 853), बोकेल (५४०८८, 855), बीब्रा (8097०, 869), फरेडे (४/४१४9, 867). 


पुरातत्व रसायन के समस्त कार्य को तीन युगों में विभाजित कर सकते हैं। पहला यूग 
उन्नीसवीं शती की अन्तिम दशाब्दियों से आरम्म होता है। इस युग में सबसे उल्लेखनीय का प्रोफेगर 
विलियम गाउलेण्ड (शशातब्म/ 0०शाव्यव) का है। उन्होंने यूरोप में उपलब्ध कुद्ध पुरातत्व-सामग्री 
का सावधानी से रासायनिक परीक्षण किया । उस युग के पुरातत्ववेत्ता श्रुति संक्रीर्ण दृष्टिकोश 
के थे। वे अपने संग्रहालयों की वस्तुओं को छूते भी नहीं देते थे । पुरातत्व को यह सामग्री दूर से ही 
देखने की वस्तु थी। लोगों को इस सामग्री को सुरक्षित रखना भी नहीं श्राता था। पुरातत्व संबंधी 
इन संग्रहालयों पर इतिहास-प्रेमियों का ही अधिकार था । जनता के कौतृहल की ही वबस्तुयें इनमें 
थीं। ऐसे समय में गाउलैण्ड के कार्य ने कुछ नयी प्रेरणा दी और लोगों को आशा लगने लगी कि 
पुरानी उपलब्धियों की रासायनिक परीक्षा से भी कुछ महत्वपूर्ण तथ्य निकाले जा सकेंगे। पुरातत्व- 
रसायन का यह यग !880 से !920 तक लम्बा चंला आर हमारे देश में तो यह्‌ भ्रभो तक चला जा रहा है | 
इस यूग के विद्वानों को इतने मात्र से ही' सन्‍्तोष हो'जात। है कि एक-दो पुराने उपलब्ध पदार्थों की हलकी' 
सी रासायनिक परीक्षा हो जाय--कुछ स्थल अवंयवों को--बस इतना ही, इतने से श्रघिक और कुछ नहीं । 
संग्रहालय में कोई नया पदाथ आया, तो' उसकी नापं-तौल हो गयी, उसके रूप या भांति का वर्णन' 
दे दिया गया; उसके ऊपरी रंग का, बस ऐसी ही दों 'चार बातों के विवरण को ग्रब तक यशथेष्ठ श्रौर 
पर्याप्त मानां जाता थां'। दिल्‍ली, लखनऊ, मँंथरा, हैदराबाद,  बम्बई, पटना, सबती संग्रहालयों का यही 
दस रा यग॒ आरम्म हुआ प्रथम और द्वितीय ग्रद्ध के बीच की अवधि में 7सलेण्ड मे ब्रिटिणश-एसोी(२। अंश सुभ रि- 
श्रन कॉपर कमेटी (फ्रापज 83880टांब्रए/ंण उिपाशटापंथा (/09967 (700८९) को रांस्थापना हुई । एस 
समिति की प्रेरणा से प्रोफेसर डेश ]065८0) नें अनेक दंशों से प्राप्त प्रागूजतिहासिक काल की कप्तिपय 
वस्तुओं की रासायनिक परीक्षा की । यूरोप के पूर्वी देशों से उपलब्ध (या निब.ठ में ही एशिया से उ५ लब्ध) 
कुछ सामग्री का भी विश्लेषश! किया गया। जर्मन देश में विंटर (५४४८०) और श्रॉटो (()0) ने जमंन 
दंश के कतिपँय प्राचीन पदार्थों को“विश्लेषण भी इसी यग में किया 


पुरातत्व रसायन का तीसख- यूग द्वितीय. महायुद्ध क्रो समाप्ति के बाद आरम्भ हाता है । यहू 
हमारा वतमान. युग है | यूरोप के लगभग सभी देशों में पुरातत्व रसायन के क्षेत्र में अच्छा काम भ्रारम्भ 
हो गया है। सभी बड़े संग्रहालयों में सम्पन्न रस यन-प्रयोगशाल्ायें हैं और पुरातत्व-रस।यन की २ हाथता 
के जिना. इन. संग्रहालयों का कार्य.अधघूरा समझा जाता है । 


पिछले पच्चीस-तीस वर्षो में यूरोप और भ्रमरीका के अनेक उन्नत देशों में पुरातत्व-रसायन' का 
काम श्रग्र/त से चल रहा. है | पुरानी; घातुझों-से संबंध रखते वाले भनुशीलन को: ऑस्ट्रिया में पिश्चशोनी 
(४0०४) और उसके सहयोगियों से श्रच्छा प्रोत्साहन मिला। जमंन देश में इस दिशा में यूनघन्स 


मुद्राग्रों के अध्ययन में रंसाय् का उपयोग 5 


(30०874758), संगमाइस्टर (887स्‍872४००) और श्रॉटो (000) ने श्रच्छां काम किया । उत्तरी यूरोप 
के प्राग-ऐतिहासिक काल के घातकर्म के संबंध में एण्ड्रीअस' झोल्डेंबर्ग (07४097८७४ '0]6८0०६४8) ने हमारे 
ज्ञान की वृद्धि की । चेकोसलावाकिश्ना के लोह-कर्म के संबंध में प्लाइनर (०४) का काम उल्लेखनीय 
है। इटली में मेरिश्रो  बर्टोलोतते (2७४70 2८7507076) ने वर्सी (५८०४८) में वज्ञानिक अ्रनुशी लन- 
ससथान (8थ०ण7० 50प57 (०४८८) इसी. प्रकार के शोध कार्य करे. निमित्त खोल रक्‍धा. है ।. मेरिश्रो 
ब्ोनोने ने स्टोर्टी (3:070) के सहयोग 'से पुरातत्व-घातुओ्रों, के. अनुशीलन की एक : विस्तृत आय्रोजला 
हाथ में ली । इटली में एक' दूसरा भी. केन्द्र इस दिशा में अ्रच्छा कार्य, क्र रहा -है-- सेण्ट्रो पर्ला स्टोरिश्रा 
डेला मेटालजिया (06९0070 9०१०७ 50779 त०]4 ६०!४०४०) जिसका संबंध मिलानो नगर की इठली 
धातु-विज्ञान-समिति छ580८ं32076 हाबब्यब ती १(८९६७)) प्रा 879 07 (क्‍970). से- है । 


पूर्वी देशों की पुरातत्व-सामग्री पर भी थोड़ा सा कार्य श्रारम्भ हुआ है । इस संबंध में ब्रेड- 
बुड (8/40५४००१) का सी रिश्रन' ताम्र और कांस्य पर काम उल्लेखनीय हैं । प्रोफेसर जे० नीढम (]. ]९८८- 
70४४) और उनके सहयोगी वांगलिंग (५४०४४ 7/78) ने चीन. देश की परानी धातझों पर शअ्रच्छो 
कार्य बिया है । इंगलंड में भी इस दिशा में काफी प्रगति हुई है। श्रॉक्सफोर्ड में प्रातत्य और प्राचीन 
इतिहास विभाग में एक अ्रच्छी यूनिवर्शिटी रिसर्च लेब्रोरटरी है । पिट-रिवर्स म्यूजियम, अ्रॉवसफोर्ड,.हवं 
लंइन के रॉयल एन्श्रोपोलोजिकलण एन्स/ 7 की ५रातत्व खनन एवं धातकर्म सर्मि (/0९7 2000) 0३4 
बाते 2८ पा 8छुए (॥07070९८) का काम भी जोरों से चल रहा हैँ । | 


श्रायरलेंड सें नेशनल म्यूजियम, डबलिन और बेल्फास्ट म्यूजियम में भी प्रातत्व-रसायन संबंधी 

अच्छी प्रयोगशालायें ? । कारक यूनिवर्सिटी ((४०४ एजाएलआाओ) में ओससेली ((१४९०॥७) मे अच्छा काय 
किये। है । पुरातत्व-रसायन के क्षेत्र में प्रन्य २सलेखनीय कार्यकर्ता संयक्ते राप्ट अमरीका में गेटेल्रा (()९((८॥8) 
शगलड़ भे प्लण्डरलाथ (?]0306९१ ॥) क्रोौर श्रॉगन (५27४7), फ्रान्स में !रचल (५४7८९ १४) शोर 
जापान में यामासाको (५शाएशर्व) हैं । गेटन्स, श्रॉर्गन भ्रौर प्लेण्डरलीय का अधिकांश कार्य प्रानी उप- 
लब्बियों के खनिजीकरण (77)८78]2:0.7077) श्रौर पन सस्थापन (#6क070007) पर है । ग्रामागाकी 
ने श्रधिकांश कार्य पुराने चित्रों और वर्णकों (8ण९८708) पर किया है। मेरचन था कार्य प्रागू- 
ऐतिहासिक कालीन धातु-कर्म पर है । द द रा 
व... यूनाइटेड स्टेट्स श्रमरीका में सबसे उल्लेखनीय कार्य तो प्रोफेसर केल्ी (0806२, (6७) का 

है, जिन्होंने रोम और यूनान के पुराने सिक्‍कों पर अ्रच्छा कार्य किया है । 9 


॥ 


पुराने सिक्कों का काम वस्तुत: बलेपराथ (7]997007) के समय से प्रारंभ हग्मा था । 798- 
885 के थोच में उसने रोम और ग्रीस की मुद्राओं पर अच्छा कार्य किया और इन सिफ्कों की घातुआओ्रों 
के 'रासायनिक: परिमापन भी किए--ये सिवके तांबे; काँसे, पीतल श्रीर' चाँदी के थे । उन्नीसावीं श्ती में 
विभिन्न कार्यकर्ताओं ने लगभग 500 प्राचीनं-सिक्‍कों का परीक्षण कर डाला । इस परीक्षरण-कार्य में सबसे 
महत्व का काम बीजा (70) शौर हॉफमान (02०0४) का है। हृल्टश ([05८॥) श्रौर हॉफमान 
दोनों ने ही स्त्रतंत्र रूप से मुद्राओं के घनत्व निकालने के महत्व की ओर ध्यान' श्राकपित किया। चांदी 
के सिक्‍कों में कितने प्रतिशत चाँदी है, यह ब्रात केवल घनत्व निकाल कर मालूम की जा सकती है- इ 
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प्रकार की पद्धति का स्वरतंत्र-रूपेण दोनों ने प्रचलन किया । सोने शोर इलेक्ट्रम धातु के बने सिक्कों का 
घनत्व निकालना भी इस दृष्टि से महत्व का था। मुद्रा-शास्त्र के अध्ययन में रासायनिक विधियों के प्रच- 


लत का श्रेय हाफ़मॉन को है । 

इन कार्यकर्त्ताओं के कार्य बहुधा भ्रपने देश की सीमाश्रों के भीतर प्राप्त पुरानी उपलब्धियों 
तक ही सीमित थे । बींब्रा ने कुछ चीनी मुद्राश्री का भी भ्रध्ययन किया--पर इन मुंद्राप्नों का स्पष्ट 
विस्तृत विवरण नहीं दिया और यह भी संदिग्ध रहा कि ये मुद्रायें कितनी पुरानीं हैं। बींब्रा ने पारस-देश 
कै तीन सिक्कों का भी रासायनिक भ्रध्ययंन किया (873) । फ्लाइट (7800 868) ने एक महत्वपूर्ण 
बैक्ट्रियन सिंवकें की रासायनिक परीक्षा की- इस सिक्के में उसे ताँबा भौर निकेल धातु मिलीं। आपकों 
स्मरण रखना चाहिये कि उन्नीसवीं शेती में इतना काम हो चुका था कि भारतत्र्ष में शायद केवल एक 
सिक्‍के के परीक्षण का विवरण मिलता हैँ। यह सिक्का लेटसम (7,०८४४००) की प्राप्त हुआ था श्रौर वह 
लगभग शुद्ध चाँदी का था। इस सिक्‍के की रासायनिक परीक्षा के परिणाम फ्लाइट ने जनंल आंव केमिकल 
सोसाइटी में 882 में प्रकाशित किये । 


पुराने सिक्कों पर थोड़ा बहुत काम होता रहा | 908 में हैमर (॥90ए८/) ने ज्ञाइट० फूर॒० 
न्यूमिस्मे टिक ((#57/प्री 7 ओ्ाएंआआदा) में एक लेख प्रकाशित किया, जिसमें उसने अपने रामय तक 
पुराने सिक्‍कों पर जितना भी काम हो चुका था, उसका विवरण संग्रह ब-रके दिया । यूतान की स्वर्ण शौर 
इलेक्ट्रम मुद्राओं (लगभग 300) के घनत्व भी उसने प्रकाशित किये (सोने और चाँदी वी गिश्रधातु का' 
नाम इलेक्ट्रम है) । बीसवीं शती के प्रथम पच्चीस वर्षों में जो कार्य इधर उधर होता रहा वह उनमें से 
आधा तो केवल घनत्व संबंधी हो था। शेष शोध निबन्धों में भ्रीक, रोमन और सेल्टिक मुद्राश्नों के रासा- 
यनिक विश्लेषण की चर्चा तो रहती थी, पर प्रत्येक शोधकर्ता 2-4 मुद्राशों के विश्लेषण से ही समस्तोष 
कर लेता था । 


920 में चीकशीगे (073978०) ने जनंल झ्राव केसिकल सोसायटी में प्रायीन कांस्थ 
मुंद्राओं के रासायनिक विश्लेषण की विस्तृत चर्चा की और इसी प्रकार 028 में चीन में बांग (५४४६) 
नें वू-चू वंशीय मुद्राओं का विवरण 'साइन्स' पत्रिका में प्रकाशित किया । 


930 से प्राचीन मुद्राओं के रासायनिक श्रव्ययन की शोर लोगों का ध्यातल विशेष रूप से 
अकर्षित हुआ । इस युग के मुद्य प्रवत्तंक प्रोफेसर केली थे। उन्होंने 939 में प्राचीन ग्रीक तस्थ 
मुद्राओं पर विस्तृत विवरण प्रस्तुत किया, जो ग्रमरीकन फिलोसोफिकल सोसाइटी के मेमोयर्स प्रें 
छुपा । 


भारत में यत्र-तत्र इस प्रकार का कुछ कार्य सरकारी रिपोर्टों में छतता रहा । सनाउल्माए़ 
(5थ73णो॥॥, 936-37) और हमीद (सब्ातत, 927-28) ने कुछ प्राचीन ताम्रों, मिश्रतात्रों, प्नास्टररों 
और चूर्णों की परीक्षा की थी जो मोहन-जु-दाड़ो, हरप्पा शौर तक्षशिला से प्राप्ल हुए थे । लाल (,:0) 
ने नालन्दा से प्राप्त कुछ प्राचीन ताओं और मिश्र-घातुओं पर काम किया । ब्रात्माराग के सहयोगियों ने 
पुराने काँचों की परीक्षा को । पुरातत्व-रसायंन का विस्तृत कार्य प्रयाग विश्वविधालय के रखाय न-विभाग 
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में परंम हुआ, जंब कि मेरे शिष्य एंग० एस० रावत ने कौसांम्बी से प्राप्त कुंछ सामग्री का रासांयनिर्क 
अव्ययन किया । 

विज्ञान-परिषद्‌ प्रनुसन्धान पत्रिका में 960 में एक शोघनिबन्ध इस दिशा में प्रकाशित हुआ । 
965 में हम दोनों की एक पुस्तिका (एशिया पब्लिशिग हाउस, बंबई, उत्तरप्रदेश साइंटिफिक रिसर्चे 
कमेटी का मोनोग्राफ), '(ऋब्कांटशेी 50059 णी 5०006 वंग्रतांशा 27टी3९०06087८०) 2704 0०४८४? 
नाम से प्रंकाशित हुईं | मारतीय मुद्राओं का भ्रधिक विस्तृत अ्रष्ययन मेरे शिष्य राजेन्द्र सिंह ने विया, 
जिसका विवरण एक बृहद्‌ ग्रन्थ 0094६० 7 572८० ८ वरपतॉं& में दे दिया गेया है (968) । मेरे एक 
झौर शिष्य जे० वी० गोंपालकृष्णपूर्ति ने प्राचीन मुद्राओं की विष॑ंमरूपता पर पराश्रव्यिकी विधि से 
कार्य किया । 

970 में मुझे संयुक्त राज्ज अमरीका के प्रसिद्ध नगर बोस्टन में एक श्रत्तर्राष्ट्रीय सम्मेलन 
में माग लेने का अवसर मिला--इस सम्मेलन का उद्देश्य उन विषयों पर विच।र करने का था जिनका 
संबंध कला श्रौर विज्ञान दोनों से है--“कला से सम्बन्ध रखने वाली उपलब्धियों के परीक्षण में विज्ञान 
का उपयोग ।' इसी वर्ष मुझे वाशिगटन स्मिथसोनियम म्यूजियमों की श्र ब्रिटिश्व स्यूज़ियम, लण्डन, की 
पुरातत्व प्रयोगश।लायें देखने का अवसर भी मिला | पेरिस नगर का जगत्‌-विख्यात संग्रहालय लू (7.००श८) 
नामक है। यहाँ की अनुसन्धान-अध्यक्ष श्रीमती मेडेलाइन अ्वर्स (१४77८. १४७००४॥० 7००१७) से भी' 
मेरी मेंट हुई। ब्रकलीन की प्रयोगशालायें मी मैंने देखीं। इन प्रयोगशालाश्रों को देखकर मेरी रुचि 
पुरातत्य-रसायन संबंधी कार्य के प्रति बढ़ी । 


पुरातत्व-रसायन का क्षेत्र क्या है, संमवतया झ।प जानना चाहेंगे । प्राचीन मग्तावशेषों के गर्म 
में दबी हुई श्रापको कोई स।मश्री मिली-घातु की हो, पत्थर की हो, क च' की, सिट्टी की था लकड़ी की-- 
पुरातत्व की खोदाई वाले श्रापको बतावेंगे, कि यह वस्तु कितनी गहराई पर मिली है भौर उस गहराई 
पर मिलीं वस्तुयें किस युग की हो सकती हैं । पुरातत्व खनन विज्ञान स्वयं अपने में एक शस्त्र है भ्रौर 
उसका उल्लेख मैं यहाँ नहीं करंना चाहता । जो पदार्थ आपको गड्ढे में दवा मिला है, सम्मवतः उसका कुछ 
माग विकृत हो गया हो--वायु, जल और इसी प्रकार के श्रन्य कारणों से । घातुश्ों से बनी वस्तुश्रों में जंग 
लग जाता है; घातुश्रों के पृष्ठ का नमक आदि के कारण क्षरण (007०भआं०४) भी हो जाता है । 
क्षरण की गतिविधि का अ्रध्ययन करता भी बड़ा लाभकर होंगा। धातुप्रों के क्षण का अपना रसायन हे 
भ्रौर पुरातत्व में इसका प्रयोग करके उचित अनुमान लगाये जा सकते हैं । 


क्षरण की भ्रवस्या का अध्ययन करने के श्रनन्तर हमें घातु या अ्रंधातु की वस्तु को सावधानी 
के साथ साफ़ करना पड़ता है। सफ़ाई का काम यान्त्रिक और रासायनिक दोनों हो सकता है । जो लोग 
प्राचीन मुद्राश्नों पर कार्य करते हैं, उन्हे सावधानी रखनी पड़ती है कि मुद्रा पर अंकित लेख या चित्र 
यथाशकय सुरक्षित बना रहे । मुद्रा या श्रन्य घातु-पत्रों पर बहुत से पदार्थों गो तह जम जाती है-- 
हो सकता है कि मुद्रा गढ़ी जाने के समय भी कम' विलेयता की कोई चीज इसके पृष्ठ पर श्रव क्षेपित हो 
गयी हो। सीसा से बने कांस्पों के ऊपर (मिश्र घातु के पृष्ठ पर) शुद्ध सीसे की भी तह हो सकती है । बहुतों 
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के-पैष्ठ पर सस्‍लेगः या घातुमल भी विद्यमान पाया.जा सकता है।, मेरे विद्यार्थी ह्वा० गोपालक्रष्णा 
मूर्ति ने सिक्कों की विषम-हूपता का अच्छा अध्ययन किया है। श्राधुनिक युग के अनेक सिक्के विभिन्न 
देशों के लेकर हमने अध्ययन किए । इन सिक्‍कों में समरूपता ही मिली, किन्तु पुरानी पद्धति पर हाले 
गये सिक्‍के ग्रनेंक कारणों से विषमता लिए हुए थे ।'यंबत और मुगल काल के भारतीय सिक्‍कों की विपरम- 
रूपता पर भी हमने विस्तृत कार्य किया है और प्राचीन भारतयी सिक्‍कों पर भी'। हक 


पुराने सिक्कों, में साधारणतया ताँबा, चाँदी, सोना, जस्ता और बंग (रांग।) ही पाया जाता 
है. । निकेल घातु का ज्ञान तो हमें पुराने समय.में न था, किन्तु जिन खानों से अन्य घातयें निकाली जाती ५ 
थीं, उनके खनिजों में यदि निकेल, लोह, कोबाल्ट, गआदि की विद्यमानता हुई तो इनका परीक्षण. भी क्‍ 
लेता चाहिए । इतिहास की दृष्टि से ऐसे ग्रध्यपन बड़े महत्व के माने जाते हैं । सूक्ष्म मात्रा में विद्यमान 
ये पदार्थ बता सकते हैं कि मुद्रा बनाते के लिए यह धातुयें कहाँ से ली गयी होंगी । 


.  . मेरे विद्यार्थी डा० राजेन्द्र सिह ने इन मुद्राओं की न केवल स्थूल रासायनिक परीक्षा की, 
उन्होंने .स्पेक्ट्रोगा फिक़् विधि से सूक्ष्म और सूक्ष्मातिसक्ष्म अबयवों की परीक्षा का प्रयत्न किया । रासाय- 
तिक परीक्षा में स्वभ्वावत: एक, दोष है--जिस सिक्के की हमें परीक्षा' करनी होगी, उसे कोटना पे भा, 
भ्म्ल में घोलना पड़ेगा और ऐमा.करने से' सिक्का तो बिकृत हो ही जाथगा। इसीलिए कोई भी संग्रहालय 
हमें अ'ने मुल्यवान्‌ दुष्प्राप्य सिक्‍क्रे देने को तैयार नहों होता । जो वस्तु जितनी दष्प्राप्य होगी, संग्रहालय 
की दृष्टि से उतनी ही अधिक मूल्यवान । मूल्यवान वस्तु थो श्राप दूर से तो देश संकते हैं पर काहक 

वस्त नहीं कर सकते स्थूल रासायनिक परीक्षण के लिए 0-2. मिलीग्राम पदार्थ तो चाहिए ऐी । 
स्पेक्ट्रोस्फोपिक विधि के लिए बहुत अल्प मात्रा से भी काम चल सकता है । श्रत: बहंया सता एस बात 
को को जाती है,क़ि परीक्षण की-विधि ध्वंसात्मक न हो तो श्रच्छा है। बोस्टन की जिस अन्तसी 

नफ़न्स का. मैंने" उल्लेख किया था, उसमें घ्यसात्मक और घ्वंस मिरपेक्ष ((6$700॥ए८ 0 ॥0॥- 
4९8४7०८४०८) विधियों पर ग्रच्छी, चर्चा रही । एक्स-रश्मियों की सहायता से वछु. श्रध्ययन तो हो सकती! 
हैं | एक्स-रश्म प्रतिदीष्ति .([[907682ट९४८८) के लिए अत्यल्यांश प थे. की आवश्यकता होगी।. किसी 
वेधन यंत्र या ड्रिल से संग्रहालय की वस्तु का ग्रत्पांश निकाला जा रुकता है श्रौर फिर हे को अच्छी 
तरह इतनी चतुराई से भरा जा सकता है कि दर्शक को पता भी न चले फि संग्रहालय की बर्तु क्षत्त 
हुई थी । ः न 
ह . रोज़ क्यूटिटा ग्रौर लासन (॥२०58८, (पा घाते !,. 8070) ने 965 मे भूगर्भीय पदार्था 
के अध्ययन की एक विधि एक्स-रश्मि प्रतिदी प्ति-स्पेक्ट्रोग्राफी की दी, जिसका उपयोग संयक्त राए के 
नेशनल म्यूजियम की प्रयोगशाला के मॉरिस ई० सालमन ((णप८८ 70. 59[#670) ने भी किया। हम 
यहाँ किसी भी विधि की उपादेयता की आलोचना नहीं करना चाहते, पर केबल यही कहना चार्शगे 
कि पुरातत्त्व रसायनज्ञ की महती आकांक्षा है कि परातत्व की वस्तु को छिन्न-भिन्न न करना पड़े ( भथवा 
अति सूक्ष्म मात्रां में ही उममें से कुछ भाग काट लिया जाय)-ओऔर समृची श्रवस्था में ही इसका अध्ययन 
कर लिया जाय + + * क्‍ ; 20 | 


ने पेरिस के लू-म्यूजियम के पुरातत्त्व रसायन संबंधी कार्ये का विवरण पढ़ा है। पुराने 
चित्रों के श्रध्ययन में फोटोग्राफी की विधि उपयोगी सिद्ध हुई है, यदि यह फोटोग्र।फी विभिन्न तरंग-दे्ध्यों 


मुद्राओं के अध्ययन में रसायन का उपयोग 7 


में की जाय । एक्स-रश्मि फोटोग्राफ़ी मी लाभकर है। पेरिस के इस संग्रहालय में विशेष कार्य प्राचीन 
धातुओं के संबंध का है-पदार्थ का साधारण रासायनिक परीक्षण जिससे मिश्रधातुग्रों के भ्रवयवों का 
गुणात्मक' श्र मात्रात्मक विश्लेषण हो जाय । दूसरी बात है, इतिहासज्ञों की सहायंता से काल-निर्धारण 
और फर इनका वर्भीकरण । धातु के पृष्ठ का अच्छे सुक्ष्मदर्शी यंत्र से परीक्षण करता'भी बड़े महत्व का 
रहता है । मेरे शिष्प्र डा० राजेन्द्रसिह ने भ्रनेक मुद्राओ्ों के पृष्ठ को साफ़ करने के अनन्तर . पॉलिश 
किया और उन प्ृष्ठों के माइक्रोफोटोग्राफ़ लिए । जो लोग धातु विज्ञान के विवरणों से परिचित हैं, 
वे जानते हैं कि पृष्ठों के माइक्रोफोटोग्राफ साफ़ साफ़ बता सकते हैं कि धातु किन विधियों से कसी 
परिस्थितियों में तेयार की गई हैं। मेरी प्रयोगशाला में इस दृष्टि से जितना परीक्षण भारतीय मुद्राओं पर 
कुशलतापूर्वक' किया गया है, उतना यूनानी या रोम मुद्राओं पर भी नहीं हुआ है । डा० राजेन्द्रसिह के 
सहयोग से लिखी गयी मेरी पुस्तक ८ (07486 7 4टाॉंटा एणदा& में ये माइक्रोफोटोग्राफ़ विस्तार से 
प्रकाशित किए गए हैं । ह 


मुद्राओ्रों का प्रचलन हमारे देश में वेदिक काल से रहा जिसका उल्लेख साहित्य में मिलता है । 
पाणिनि ने अपने सूत्रों में श्रौर भ्रप्टाष्यायी पर पतंजलि का जो महाभाष्य है, उसमें शतमान, निष्क, 
सुवर्ण, पण, कार्पापण श्रादि सिक्‍कों का विवरण है । कौटिल्य ने श्रपने अ्रथेशास्त्र में एक सुबर्ण ->] कर्षे<« 
80 गुझजा (::40 ग्रेन) इस प्र धर का संबंध बताया है । तगर में व्यापार के लिए आदशमान ह टक-निष्क 
या हाटक-कार्पापण कहलाता था। यह सोने का बना होता था । सुबर्ण माषक मुद्रा, या मापा नाम से 
दो सिक्‍तके प्रचलित थे--सोने श्रौर ताबे का जो सिक्‍का होता था वह 3 रती का था, चाँदी का माषा 
2 रकत्ती था । पा 


हमारे देश में जो पुराने सिक्के मिले हैं, उन्हें श्राजकल के पुरातत्त्वविंदों ने पंचाड्िंत मुद्रा 
(दानाश८८त (00) कहां है । चाँदी और तांबे की पंचाड़ूित मुद्रायें बहुत सी प्राप्त हुई हैं, जिन्हें 
तीन श्रेणियों में बाँटा जा सकता है ...णतमान श्रेणी, विशतिक श्रेणी और कार्पापण श्रेणी । इनको तौल 
रक्तियों में (00 रत्ती -.80 ग्रेन) जिस प्रक।र है वह सारणी 4 में दी हुई है । 


मारतबंष में सिबके ढालने की प्रथा कब से चली, यह कहना कठिन है । यूनानियों के श्राने से 
पूव जो सिक्‍के बनते थे, वे कई आ क्ृतियों के थे--चौकोर टुकड़े भी श्रौर कभी कभी गोल भी । डा० बीरबल 
साहनी को वनस्पतियों के प्रागू-ऐतिहासिक अवशेषों के श्रनुशीलन में बड़ी रुचि थी। देधयोग से उनका 
ध्यान उन संसाधनों की ओर भी गया जिनसे मुद्रायें इस देश में तेयार की जाती थीं। मारतीय मुद्रानुशीलन 
समिति (पप्फ्रांआआ20८ 5026५७ ०077989, [945) ने डा० साहनी का एक विस्तृत लेख प्रकाशित 
किया । भुद्रा-निर्माण के ये सांचे एकबार में कई कई मुद्रायें दाल सकते थे । डा० साहनी की इस उपयोगी 
सामग्री का उल्लेख विस्तार से मैं अपनी पुस्तक (0788८ ४ #परटांट्या [709 (काइनेज इन एन्शण्ट 
इण्डिया) में कर चुका हूँ । 


जनता में भ्रसली राजबोजम्र मुद्राप्रों के श्रतिरिक्त नकली मुद्रायें मी बहुधा प्रचलित कर दी जाती 
हैं । पुरातत्व रसायन का एक कार्य यह मी रहा है कि नकली मुद्राओं का पता लगावे। मुद्रा की पूर्ण 
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सारणी # मुद्राप्रों की श्रेणियाँ तथा उनकी तोल 
विशतिक श्रेणी (चाँदी) कार्षापण (चाँदी ) 


]20 रत्ती कार्षापण (प्रति) 32 रत्ती 


शतमान श्रेणी (चाँदी) 


शतमान 0) रक्ती त्रिविशतिक 
अधेशतमान 50 द्विविशतिक 80 अधेकार्षापण (>>माग) 6 
विशाण 37-5 अध्यर्ध विशतिक 60 पादकार्षापण 8 
प्रादशतमान_ --25 विशतिक 40 अष्टम।ग कार्षापण है 
(>>द्विशाण) 
अध्यधंशाण. --8-75 अवेविशतिक' 20 रौप्य अध्यधं माषक 3 
पादाधंशतमान --2-5 पादविशतिक 0 गोप्य माषक 2 
(>-शाण) (पतञ्चमाष॒क ) 
अ्रष्टमाग शतमान - 6-25 रोप्यत्रिकाकशी ]*5 
(अधंशाण) द्विकाकरी 0-75 
रोध्यकाकणी 0*5 
रोप्यश्रधंकाकणी 0-25 


बिशतिक श्रेणी (ताँबा) कार्षाषण (ताँबा) 


द्विविशतिक 200 रत्ती कार्षापण 80 रली 
अध्यर्धविशतिक 50 प्रधेकार्षापणा 40) 
ग्रधंविशतिक 50 पाद कार्पापण 20 
पादविशतिक.. 25 त्रिमाष ]5 
द्विमाष 0 
माष 5 
भ्रधेमाष 2.5, 
काकणी ] 25 
प्रधंकाकणी 0-625 


मुद्राओं के श्रध्ययन में रसायन का उपयोग 9 


विस्तृत परीक्षा करने से स्पष्ट पता चल जायेगा कि नकली मुद्रा में धातु्यें बिलकुल वही नहीं हैं (अनुपात 
में भी भिन्न हैं) जो अ्रसली मुद्रा में थीं। ऐसे छल भारत में ही नहीं, सभी उन्नत देशों में बराबर होते 
रहते हैं । 

क्‍ कभी कभी देश में गरीबी होती है (विशेषतया भयंकर युद्धों के बाद) । ऐसे समय की मुद्राओं 
में कीमती धातु की मात्रा कम कर दी जाती है। पुरानी मुद्रायें गलाकर नयी मुद्रायें तैयार की जाती 
हैं। कोई मुद्रा पुरायी गलाकर बनायी गयी है या नहीं, इसका कभी कभी पता रासायनिक विश्लेषण से 
चल जाता है । मान लीजिये कि पुरानी मुद्रा में जस्ता या वंग धातू है । मुद्रा जब गलायी जायगी तो ताप 
ऊंचा होने के कारण कुछ जस्ता या वंग धातु उड़ जायगी । इससे मुद्रा के घातु-अनुपात में अ्रन्तर पड़ 
जायगा। धातु-अनुपात का यह अन्तर स्पष्ट बता देगा कि पुरानी मुद्रा्यें गला कर नयी मुद्र7 तैयार की 
गयी है । 


संग्रहालयों के प्रवन्ध में दूरदर्शिता बरतने की आवश्यकता पड़ती है। बहुत से संग्रहालयों में 
आप देखेंगे कि किसी प्राचीन युग की पत्थर की मूर्ति बाहर मैदान में पड़ी हुई है, जहाँ इसे वायु के 
भकोरे और धूप की मार झौर फिर वर्षा ऋतु में पाती की बौछारें सहती पड़ती हैं । यह समभना कि 
पत्थर पर गर्मी-पावी का कोई भी प्रभाव नहीं पड़ता, यह भूल है। मैंने उत्तर प्रदेश के कतिपय संग्रहा- 
लयों में ऋतु का ध्वंसकारी प्रभाव स्पष्ट देखा है। मिट्टी के गर्भ में मृत्तियाँ लाचारी से कई सौ वर्ष पर 
रहीं, वहाँ वे फिर भी सुरक्षित रहीं, किन्तु हमारे संग्रहालयों में 30-40 वर्ष में ही इनकी दु्देशा हो गयी । 
हमारे देश की कड़ी धूप, घप के बाद कड़ी बरसात, और फिर कड़ी सरदी-यह निर्जाब पत्थर के लिए भी 
धातक है, यह बात नहीं भूलनी चाहिए । 


इस संबंध में मुभे वाशिंगटन के स्मिथसोनियन म्यूजियम की एक घटना याद श्रा जाती है । 
मेंने स्यूजियम की प्रयोगशाला में कुछ दिन बराबर आना-जाना आरंभ फिया। एक दित सायंकाल को 
जब लोट रहा था, तो उस दिन श्रपने देश की सी ही भयंकर वर्षा हुई-वाशिगटन की सड़कों पानी से 
मर गयीं, ओर बई घंटे टेक्सी-अस-मोटर आदि का आना-जाता बन्द हो गया। दूसरे दिन प्रात:काल 
जब में फिर स्युजियम पहुँता, मैंने देखा कि स्युजियम प्रयोगशाला के समी कार्यकर्ता हैरान थे, चेहरों 
पर चिन्ता थी, देनिक कार्य बन्द कर दिया गया था। मैंने पूछा कि आखिर चिन्ता की बात क्‍या हो 
गयी । पूछने पर उन्होंने थ्रिगत साथ की वर्षा की ओर संकत किया । उन्हें चिन्ता इस बात की थी कि 
वातावरण की श्राद्र ता बढ़ गयी है-यह श्राद्र ता पत्थर और घातू सब पर घातक प्रभाव डाल सकती है । 
आद्रता को संयर्मित करने की श्रोर म्यूजियम की सारी शक्ति उस्त दिन लगी थी। अ्रधिकारियों श्रौर कम- 
चारियों को चिन्ता थी कि म्यूजियम की सामग्री को कैसे बचाया जाय । क्‍या हमारे देश के संग्रहालयों के 
संचालकों का ध्यान कभी इस ओर जाता होगा ? 


क्या मैं श्राशा ककू कि श्रपने देश के संग्रहालयों में पुरातत्व-रसायन के विकास के लिए 

पर्याप्त सावथन जुटाये जायें और अन्य उन्नत देशों के समान हम भी पुरातत्व रसायन की सहायता से 

पुराने इतिहास को श्रॉँकने में समर्थ हो सकें। हमें अपने वैज्ञानिकों का ध्यान मी इस ओर श्राकर्षित 
0? 2 


0 स्वामी सत्य प्रकाश 


करना है। उतकी रुचि इस नवीन अंग की ओर बढ़नी चाहिए । लंडन के ब्रिटिश म्यूजियम की प्रयोग- 
शाला में कार्बन की विधि की सहायता से काल-निर्धा रण का अच्छा प्रबन्ध है । हमारे देश के एटॉमिक 
इनर्जी कमीशन की प्रयोगशाला से कभी कभी सहायता इस बात में मिली है। यूनिवर्सिटी में भी पुरा- 
तत्व रसायन में रुचि लेने वाले कभी कभी एक दो व्यक्ति हों, तो उनके सहयोग से पुरातत्व रसायन 
का गंभीरता से अध्ययन किया जा सकता है। राष्ट्रीय संग्रहालयों के श्रधिकारियों से मेरा विशेष श्राग्रह 
है कि पुरातत्व-रसायन की प्रयोगशालायें अपने संग्रहालयों में श्रवश्य स्थापित करें । भौति की विभाग और 
रसायत शास्त्र विभाग दोनों के सहयोग से सुचारु रूप से पुरातत्व-विज्ञान की प्रयोगशालाओं का कार्य 


आगे बढ़ना चाहिए । 


४[73॥3 ?४75॥9 ० /#॥0७59॥0॥ 2॥ ?3८। | 3 
४०|. 48, ।३०. |, |आप०7/ [975, 2०2९5 |[-6 


फूरियर श्रेणी तथा उसकी संयुग्मी श्रेणियों के संकलनीयता गुणक 


एल० पी० गोतम 
रामपुर बघेलन, सतना 


| प्राप्त--जनवरी 8, 973 ] 
सारांश 


इस शोध पत्र में फूरियर श्रेणी तथा उसकी संयुग्मी श्रेणियों की संकलनीयता पर आगे कार्य 
किया गया है । 


60905॥7"9 ८४: 


0 (एफ6 5एफ्तयॉजॉछ इिट(0%5 ० ए0पार५रा- 8९7९5 बणते ह5 2०णुपएु-४९ 8९फॉटआ., 
79 ॥॥, 4, एऐंशपादा), रा] सउि्ृ्ठारवा, 58005 


बंप हणाणबजवए 6 व0प्रापंट। इट्यंट३ चाात ३5 2८0गुपहबा6 8९68 88 92९७ €ऋलट्यतल्त, 
.. परिभाषा 
माना कि ॥):-) (७) संतत, भ्रवकलनीय तथा (७, ०० ) में समस्वनिक है जहाँ ८ कोई घनात्मक 


स्थिरांक है और 3(७)-+००, जब ७, + ०० हे ८» श्रेणी संकलनीय | 7९, ॥(७), ! | कहलाती है यदि 
746५. 


00 )/ (५७) 
ही ॥ 75१9 || * 3७)ए, | ८७०-< ००, 

० [१(५०) |* का ्ट 3 
जहाँ ८ कोई स्थिर धन संख्या है । 


माना कि /((/)(--#, #) में लेबेस्क समाकलनीय है और आ्रावतं 2# के साथ आवर्ती हैं। माना 
कि इसकी फ्रियर श्रेणी 


(3) हे (7) 
5 ८५, के | हि ही ( रा (१९०७ !7 के | पर 0, 52॥7॥, ॥( ह प्रप्या 3:40 |; | 52 ट <,, ( / है ल्‍ ( || ४ |। ) 
7०५7, (गो, 


है । तब (-]) की संयुग्मी श्रेणी (.2) द्वारा दी जावेगी । 


]2 एल० पी० गौतम 
20 (80 005 7/--4% 80 80) ८२ 2... ६ (7) (१2, 
।/ 


इस शोंधपत्र में हम निम्नांकित संकेतों का प्रयोग करे 
60) #ओे[/ ४-+/) न (४-7) / 
है) नूर (४-+ १): (४-77) / 


् "4 205 7: 
8(५ 0०.2, “हेंकसता ०४) 


८ < ५0 


० 8 7४ ) 


7#(0 « क7 #, &) से हमारा अभिप्राय है कि 770) ४, #) के ऊपर परिबद्ध विचरण वाला है । 
2. फ्रियर श्रेणी की रीज़ संकलनीयता के सम्बन्ध में मोहन्टीः ने निम्नांकित प्रमेय सिद्ध फ्री है: 


प्रमेय ४ 


7 ( ) रा “6 <८ 
यदि 66) ब्सट (0, ५), तो 2 656 कका) संकलनीय | “0 4०“, । | है जहाँ 0<:०<:]. 


इसी प्रकार की एक प्रमेय फ्रियर श्रेणी की संयुग्मी श्रे णियों पर रेश द्वारा निम्न रूप में सिद्ध को 
जा चुकी है : 

प्रमेंय रे 
यदि ३0) झो7 (0. #) तथा |, 7. ४ <० 


पा 8,( ४) मु गन 

तो दे ॥608 -+-) संकलनीय | ४, ८०, , | है जहाँ 0<०<], 
इस शोधपत्र का उद्देश्य उपर्युक्त प्रमेयों का, निम्नांकित सिद्ध करते हुये, विस्तार करना ६: 
प्रमेय & द 

यदि |, [-7-२ | 4(/९ (/))| < ००, (2-१) 

री ऊ ॥7-४ _46 5) 2) ५ के के ह 

के |च्त है [08 (॥-7 | संकलनीय | 2९०) 9 । है जहाँ 0<०<, तथा 0<25.7<: ] 

प्रमेष छ 


यदि [ ॥8-४- | ४(४७)) |< ००, (22) 


संकलनीयता गृूणक 3 


लत _8 ),( ) न है 
की. 2, हट] रततनोव | ५ ही. | है जहाँ ०८०८, तथा १ व्फ 


यहाँ यह ध्यान दिलाना चाहेंगे कि 855० होने पर प्रमेय ॥/ तथा “४ प्रमेय में समानीत 


हो जाते हैं । 
प्रमेयों की उपपत्ति के लिये निम्नांकित आँकडों का उपयोग करेंगे: 
(७, )50(6०० (०8 ०) 7०४7 कतग) (2-3) 
(७, #] -50 (/72८५८० (]08 «)-7१५८०५५४-7)(४-/-४७) (2.4) 
26(०,, ॥) 55०0 (/776५८१ (]08 ८०)-7 ७(५-१(४/-/-०+३) (५,०7१) (2-5) 
१ (५०, 7) २६ 0( ८०१ ([08 ०७)-7 ७१०१-१० ७०१) (2-6) 
१(५००, )55-0(४०2८०१ (]0५9 ७०) 77 ८७(५७०१)(४-/-7)) (2-7) 
१६०० #) 50(877 ८० (]08 ०)7१५०५४०१)७-/-१ ७०१) (2'8) 
(2.3) की उपपत्ति : 
8॥7] 77/ 5. ॥४४ 
7--( थ 
प्रतः न 


! है ता ( ५क्‍ न्‍॒ ) 
् हे रू 6्ग छह छा [ | 205 ॥४ दें 


7-3 
>> 67५ विज: अटल  + २०० (५ 
# , «७ 08 (४ | 7) 7 


7-- (7 72 
पद!) | 


रा 70 ००० >ले>«+ककर >े ५ 
है /अर ट्ट्‌ ्े 008 (४-- 7) ॥# 


अनिगपलननन्‍न« 
कधसललननात 


माना कि [७] #|४, 








37 €4 प पे. 7 - 
श्र € लक ग ह । 
अ्रत: 7६० प्‌ [808 (४-+-) 
रद | हर मु आन धैः हि | हीं | !!7 कल 5ि 
। [0९ (7॥| ! ) ] त््ा (॥! | | 


7. 9 ९११ क्‍ 8 
ग्ग्य् | सर मं 0] कपिल कु हि 0 ( (९९0 ) 
।७ (।0९ 7०) ु ॥08 ८० 


८5० () (7४ #-6९। १ ([09 ८०) 7 ८००४) 


]4. एल० पी० गौतम 
(2-4) की उपपत्ति: 
द्वितीय मध्यमान प्रमेय का उपयोग करने पर 


८ 








(०, /) न्‍+ ( 2. हा (002 ॥ 205 70 
| ४<७. (08 (४-+7) ४ 


कर ५५ 
व्ले ( डा ही मी ॥ ९०05 #: ८४) 
7<६ ७ ]08 (7१ गज 


॥2-ी.. हाए ४ 


धपि 


हि ॥008 (४+4) 2 


न्‍नननाऊ 
अन्‍्णन्‍मक 


8 ;<७ 


€५० 60) /१०-४) न है 
(24-) कर 608 & 8 77 


€५०० क्‌ दि पी-7 


<€.-. «७ नि किम 6 १7 ॥१[ (0 उमा ०4 ८ | ) ४ 


०» को काफी बड़ा मानने पर ऐबेल की ग्राशिक संकलन विधि द्वारा हमें निम्नाँकित प्राप्त होगा 


>ा)[॥ जा... , 
] /& ५ ८० १-३) [ ॥ 2 “ (१8। हे 
८ (७०, ! ) भ्प्जज 2५० छा का पा] पा थु |] 8 [8 ॥॥ 


॥ ऑए <67-/-] 
क ५ नकल ) 
( [0९2 ८) 


(2-5) की उपपत्ति : (2:-4:-) से चलने पर हम लिख सकते हैं : 


८ 
(०) रे जीजा, 


, ः कलाकार आता # ४२ ७] ह। 
ह। [७%-] ]08 (४ के ] ) 9॥) 77४ 


डी (०५०: 7)(7-/3-7) . ७ 
्््जलमस-प्ज- अं बीए 7 
[| ]09 ८७०-०- ह 


१७१ (,(०-१) ४-८९) !) 
हा । 8 708० ०, 


इसी प्रकार से (2-3) (2-4) तथा (2-5) से झ्राकल (2-6) (2-7) तथा (2-8) सरलता से उपलब्ध 
किये जा सकते हैं 


प्रसेय * की उपपत्ति : हम श्रपनी प्रमेय को केवल »>8, के लिये सिद्ध करेंगे कपोंकि 


संकलनीयता गुणक [5 


प्रा 
“,: (०) तन |) ९(४) ८08 #६ ८; 


2 
चः < | ३0) 0०058 १६ पर 


०० 
| | ८४) का 
श्रेणी 20. #”-॥ (5) 


2५ 
हब 408 (४४-+- / ) सकलनीय | (८० , | | होगी यदि 


हम | 398४7 ०॥] €-+५५ रे 97 (यिं “, (४) 
0 ५ 0 (का ४ 402 (॥४--4 ) | <_ ०0 


या मा 
का कया, प्र *%।| 


0, ् 
बा | | ८४(४० (४) ] | ॥॥ ५०५०-३7 (०७ | ४(७, ४) | ६५७ 


इस प्रमेय को सिद्ध करने के लि 


ध ५9 
है ध्ध्ड '*« ह, ८2०५) 


८ [ 2१ (७ /£) | ८७००-0० ((0-7-) 


माना ५ | व ाओ लय “"/((०३ 


ग्रे यह दिखाना पर्याप्त होगा कि 


समाकलों को तीन खंडों में तोड़ने पर 


4 ० | ५ हर | ५ ॥ र् न [ गा 
| प्रा ॥॥ भ्राकु 


_4ी१-४, 4-#., (माना गया ) 
अंकल (2-3) का उपयोग करने पर 


५2! 


4" 
2005 ॥ पं 
4] ॥्‌ री | ८0:77. €-+५०ं १५० ८)” ->(2-८९ १ ([082 ००) «यूँ १7 
0 


न ” (4॥/६ ८०7-;।2 ००) 
५0 408 ० 


-0(:७- [१४ 4० 

0 408 ) 
“5 () । (“४-7 न्जय | 

802: हा 


€0 (60०7-२०), 


6 एल० पी० गौतम 
पुन: (2-4) से 


(8 / 
कु 42 ८५५० ८-७ बी 
अं । कि 7 आज अर कक 





79 (,,(८४- ३) 
--0(६-५ | 3 ऑफ) ८८०) 


प्‌ + ] 0०0& (&%। 


5 की [ 79 ८० 
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५ ५०८०० [8 ० 
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अन्त में (2-5) की सहायता से 


४! 
0( 79 ८०((08 ८०)* 
0 (१6 ४-7 ]02 | ८८ +] 


८४-7/6-7 ८०(408 
[[ | 7७. 
3+-7-१ कि 
0: ० 2 [ [पर न का ) 


/०१]/6ए-व 
पू0(60-/-०, 


। 
४ 7५ ५०(।०8 ०) 


० ८) (८४) (]/-- ॥4। ) 


| 


० ,..-7 ०८.४ ..क्‍)० 


हे [08 ७ ६७ 
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प्रत: #-. 0((0-7-7) , 
इससे प्रमेय 4 की उपपत्ति पूर्ण हो जाती है । 
प्रमेथय 8: इसकी उपपत्ति प्रमेय 4 के ही समान है। 
कृतज्नता-ज्ञापन 


लेखक डा० बी० एल० गुप्ता का झ्राभारी है जिन्होंने इस शोधपत्र की तैयारी में गागे-दर्शन 
किया । 


निदश 
/* मोहंटी, आर०, प्रोसी० लन्‍्दन सेथ० सोसा०, ]95], 52, 295-320 
2. रे, बी० के०, मेथमेटिकल स्ट्डेन्ट, 969, 37, 9-]00 


४।|7373 ?375734 /४705370॥7937॥ ?3(0।7/८4 
४०. 8, ि०. |, [भाप [975, 7१8०३ 7-25. 


दो चरों वाले फाक्स के सावोंकृत प्त-फलन का व्युत्पन्न 


एस ० एल० राकेश 
गणित विभाग, उदयपुर विश्वविद्यालय, उदयपुर (राजस्थान ) 
[ प्राप्त--जुलाई ], 973 .] 
सारांश 


प्रस्तुत शोध पत्र का उद्देश्य संक्रियत्मक कलन की सहायता से दो घरों वाले सार्वीकृत फाक्स के 
(/>फलन के 7वें व्युत्पन्न वाले कुछ सूत्र प्राप्त करना है । 


0 95॥87020९:६ 
09 एए० वेट ०2 ० ध68 9०7९थॉरॉड2त 705७ ए-न्‍फ्ाट(07 ठ (७४० ४2४79 70/2९४- 
9 0. 4. २ धप्टड), [269 800९॥90 64 (द्वारा: 08, (एट/॥9 00 एवि0)07- 
पल दा) 07 (207 48 [0 0) 806 [0 ॥ाश्तों णाहु ५96 7 त60ए90ए८ 
० पाल 8९0९०७8९0 ॥0708 //-पि7]९0600 060७० एबाबा९४१ जाए पाल लाए 660 6एव््शक्मकों 
एप्प, (90 8९००ए 64 ऐड इकोठाको प्रपद 0(॥76 /7| [-०ए7०९४०0, 6 #ढ8प्री&$. ढंग 


ज6 प्रइढतें 8 ६2५ 007 प्रक0 [07 0/वांग्रागए 6 #एं। वढापंएड0ए९ 0 6 एथ्यापेठपढ़ व ०णधां 
89९टॉको जिटांताड 0 +७४० एथापंत्र)65 एा2., ए०ा९थइटर्ते ८९०8 ( -घरिाट(7070 6 50वन्‍व779/7%॥ 
हम, रतछ9० त७ एएछए- िालाता), 09 ०-पाट[008 (/, 7५, ३, ५), रंग ब८ए- 
फिलाता ढए, 66. दाद 0 शंगरए० एथंबी))2 एाीं2.,. #0%3 जपिएटए०0४), ला ए8 (४ प0- 
07%, ७८ ०96७8 />पिगरलात), ०७ ४०त 8 ए2705०शइटत जैज 8०060070९ (१८९07, 
6880]- [पगाटाउं00, 50. ९८८2, जाट) ठ66पाड एट०ए० 7९१९7 ए शुण/र्त ४50078008. 

/.. भूमिका 


प्रस्तुत शोध पत्र में आये दो चरों वाले सार्वीक्त फावस के //-फलन को गुप्ता" ने परिभाषित 
किया है जिसे भिम्न प्रकार से/] प्रदाशित क्रिया जावेगा । 
ै ((4/; ०/॥ 77 “4/,)) 
।॥ 00 2 
५ ( (0५; /072 “30, )) 


3, ( (६, » 00, ) ); ( (9.5 /"५,)) ८ 


शो 3 


8 एस० एल० राकेश 


४. || | | हे “0; 4;; ० « “9 3.0, £- १) ) ५८ 
.. एक कप कफ कि है 


है ४5% % $ ) 4 (2 ०3 *, # गे 


9 ५ 
772, 70; 42, [१2 73, 7755 45 /?; 


बा ढह % , - - (4) 


जहाँ 


प((-7गक)े आपएा-ब+&,ज) 








'पलाधाय७क था ाकरपास(५५०भालाता हल ५३५४ ५४५९७३९/न!# ॒|ंसकपाए 


ँ 
7 7(-6#+#७), 7 7(०--८,॥) 
डे 


हर (रा ८|; 5, १] 


77, /23; 435 (28 


* तथा » शून्य के तुल्य नहीं हैं तथा रिक्त गुणनफल को इकाई मान लिया जाता है। साथ ही, भ्रनण 
पृर्णाक 7, /?;, 4; पैथा ॥7 ऐसे हें कि 


0:5६ १४, 0&4, 0&#7< 4: (४००, 2, 3; 75०2, 9), 
ग्रीक प्रक्षर ०, 8, », $ तथा समस्त बड़े भ्रक्षर 4, 2, 2, #, घन हैं। 


(']) का समाकल निम्नांकित प्रतिबन्धों के अन्तर्गत अभिसारी होता है : 


2 
|] 4 87 ४ 098-- 2०७० >> 0 
() पा 2 कं ात 


(7) 055 2 8/+ 2 2/- 2 4/- 28:50 
है हि 8 ३००. 


779 9५) 70 ( /,, 
0020 2 8िन शक की के अऑ- 2 0:०0, 
है है ८7 है 24 हर है (2 / ७, /-१४७ | ॥. | 


(7०) | ७7९ + [< ३6,%, 


_ था 2व 2] 778 ४६ हि ॥8 2 
(४) शनि 24 2 औा- खाक 20 2 उन उ का. 
४ पाप नव जग "भा ३व7 लय 


(५) | था8 9 [< ३3 - 
प्रयुक्त संकेत 


इस शोघपत्र में सवंत्र हम (-) में परिभाषित दो चरों वाले ८/-फलन के लिये (6,; «|, /,) 
“० (4/]3 ०५.५ “4, ) | | के स्थान पर ((५/,; ०५, 4/,)) लिखेंगे तथा ४१550 होने पर दो घरों 


वाले म-फलन के लिये #; | | लिखेंगे । साथ ही हम निम्नांकित संकेतों 


दो चरों वाले फाक्स के सार्वीक्ृत //-फलन का व्युत्पन्न : 9 


। ((०/8 ०/ | “9५,)) 


॥5725॥35 77485 773 #००3छ ४०० 
275 (022 830; 95 (42599) 
कि (0५, ; 2५,2 40, ) ) 


9 #9 के 2 ऑफ़ 


का उपयोग यह बताने के लिये करेंगे कि ... द्वारा प्रदर्शित प्राचल (-]) में | हा ] के स्थान हैं । इसी 
प्रकार निम्नांकित संकेतों के लिये मी है । 


8]5799773; 79, 773 हर (८७५: १६4 ५ ((८/ 9 4 | ॥ 
2275 (27232; ५77 (42298) हि इत्यादि 


हि 
प् (६4५, ०५,)) 2 ((/ 48? (५) हर 
दो चरों वाले प्र फलन की विशिष्ट दशायें 
यदि हम (-]) में ०/८०४| ( /5०], ...७ 2) तेंथा 05“ (/5-, ..., 9) रखें तो यह एक ऐसे 
फलन में समानीत होता जाता है जो पाठक!” के ही तुल्य है । 
यदि (-]) में आये प्रत्येक भ्रक्षर «, /3 9५ 9 तथा प्रत्येक बड़े भ्रक्षर को इकाई के तुल्य मान लें तो 
हमें ऐसे फलन मिलेंगे जो सार रूप में शर्मा“), अग्रवाल”? द्वारा प्रचलित फलनों के ही समान है । साथ ही 
हा कि न [ ५ +,. के । गे 
| फलन कंम्पे द फेरी के फलन/४, ऐपैल के फलन [,, 2९, 77, 4], व्हिटेकर फलन तथा दो चर 
वाले कई विशिष्ट फलनों का सार्वीकरण हैं । क्‍ 
हम चिरप्तम्मत लेप्लास परिवतत को निम्तांकित समाकल समीकरण द्वारा परिभाषित एवं अ्रंकित 
करेंगे 
7(/00; 9 5 | | ४/४/७) ० 7000) >0, $ :0,-«- गो 
यदि दाहिनी ओर का समाकल अभिसारी हो । 
2. क्रमश: निम्नांकित फलों की झ्रावश्यकता पड़ेगी : 
() एडेल्यी [4, 9. 29] 
द 8४ 70 
/०(#7 7 (0); 3) सन (--])/ गा [/.(/ (४); ४)] क हे! १०३2 72) 
(9) एडल्यी [4, 9. )30] 


रा दे १7! 
पक 2 ] हज । >>) 7(/0;:० . .- .- - (2) 


४20 .._ . एस० एल» राकेश 


(7४४) गुप्ता [6, 9. 722(4-2)] 
(-“४४ 6, #) ((4/ ४ ०/, “/, ) 
3953 43,/72:9783%5 772577३ 
स्‍ि 7 
ः ५ || ) कं (4५५ 7, (09208): 475 (4५ ९३8) 


((0/।: /५ ) /50,)) 


खो 
# आती लेगेत 





(2-8) 
बशतें कि 70) >0, 80, #->0, #७का +ह हू 27 मम मा दशक 
४03) तथा अनुभाग ॥ में कथित () से (५) तक के प्रतिबन्धों की तुष्टि होती हो । 
(०) राकेश: 
। ( (4, ; 6/, ८] )) 


७४8७ "०४8६ 
; ४) 
: ((8५,) (00 20,)):( ““/४ 7 #) 


सी] 
के श्र थे क्र |] 


8577 0,7257/९ 79,79 
“2-5. 
३ | | अत रा (02232: 47779 (६4293) 


बा 


.  (2*4) 
बशर्ते ०7०0, :९(७)>>0, है| ०7+--# ६ )>०५ नी, "०७ मेक अल, »-७ १) तथा अनुमाग 
में कथि! () से (शं) तक के' प्रतिबस्ध, जिनमें एकमात्र परिव्तंत यह है कि #, तथा ४, के स्थान पर 
शर्मा के >फ्लनन”, फाक्स के #-फलन ४] तथा म।इजर के ८-फलन! की परिभाषा से हमें 
(-।) में से निम्नांकित गुण मिलते हैं । 
((4/, ; 0 )) 
॥5723973- 7725773 (८५, क। )):( ४१.७ ))) 
02% 437 (435 ९3) हे ' का 
हे (०५.5 !, 7)) 


((५,,, 7))((.% 7)) 





77, 0 
का 47 | (( “4 ,)0$(7 -“2५,)) 
4 
६ 8७, 22,» हा 
के डर ४५५१9--४५ (4५,220 (6५,)) के जय « 7 औ) 
- 


4-+9-+0 87773) 0877 के (( 6७ $) 6 /9५) ) 


दो चरों वाले फाक्स के सा्वीकृत प्र-फलन का व्युत्पन्न 2 


हि (०५: 6, 3 [ )) 
7 #,72,0; 772, 3 ((८ ५ 2 
22(/9,0); 4/६४2,7) जा क्‍ 

है ((0५,; 54, ) ) 


((4५,) 99,))5 (0 ) 





779,7:], 772 हा ( (6५3 ०५) ४ (८५५५ १/५)) है द | 6 

ध७+0 307792 | ((4५,५ 92,)) (68५१, 44) | की 

#.्ण (०५, !))] _ >॥० १ (4५) 3. & -कडआ 
न | ((8५, । 29 ५ (84५) ) कक 








3. फल | 
इस अनुभाग में हम निम्नांकित फलों को सिद्ध करेंगे । इन फलों की बैधता के प्रतिबन्ध इस 
प्रकार हैं : 


॥भ- / &--| ्ि |>0(85०7, .... 2५ 5], ..., !७), प्रनुमाग । में कथित () से (छं) तक के 


प्रतिबन्ध तथा 


/५ 77 | ॥ के वें व्यूत्पन्न को विद्यमान होना चाहिए 


(--)४ #, 8), (०५, ५/,) “/#,)) 
| 
धैँ 7५,793 « 7779, 75 ४००५ »०० 
ः ॥ / [, | 7५, “7, (2,228): ०॥7, (9.5 42) $ 
3) ( (00.: 09, 29)) ) 2 ५ “+ ०-7; /2, ह 


(3:) 





८१7४५ . ५ 0 2#/9)73: 29908 5 आर 
(४ ज्ञ) ॥ /* बय। |) || जि 
27 (8५3 /9,5 29,)): [! -२४/५ 


लो कक 


4: # 8 38) 
(नि लक कै 0 (कफ हु 
६40 


0 ्र्यी [४2 ॥३* 779,7॥75 दि कल 
($ ) कि हज 0] कल (4५५ 7,002,/3): 947 7, (42,६43) 
27१ ((७५४ 80, 20,)), (--)५ # #)+ 


(3-3, 


99 एस० एल० राकेश 


| । प्र 79, 75% 7795775 ह 
[ (| 0+7, (29% ३0; ५747, (48549) 


! (-- ले; /५ /#), .... (-“2--०--४/; /5 /), ((4/ ०/।5 “(०7) ) द 
ह 


क़््छक़््ख 9 त्भ् छ्ा 


(3-4) 
38 (8५५ 4 4) ) (से /५ #), .-५ (- 7] “मे | 25; $ #) 


; कक के 3 कर भर के 


कि [ जी पा 4 _.0 (2-४॥ पा 72,73ऋ ॥79,773 
था 4 / +| 9४४ 277, 9 3094+7, (42, 93) 


४ (--)ह$ /9 /), «3» (-7-)--27; /5 #), ((६/॥॥ ०५) “/,)) 


कक 9 ] 


हे ( ६] न ५] ) 
2# [((०॥3 80. 29)):(2/--): #, ४), .. , (2-२४ /, ४) 


उपपत्तियाँ : 
(3-]) को सिद्ध करने के लिये हम (2:2) के दाहिनी ओर 
मर 
(8) 55/* /प, | |] 


लेते हैं, तो (2-3) के बल पर इसका मान निम्नांकित व्यंजक में समानीत हो जाता है : 





( " "2 ९ /) ( (६/ ; (१ | १ 4 | 


; ॥। 


6 ((0/,: /0|) “79,)) 


शा 
2 ह। क्ख कफ 


4 [व ((१;), [? )) ५, ५2, ५ 3) 


कल ,729728: ॥72, 7:58 
( ) ्ं ! न 
है 


(2-4) की सहायता मभले कोष्ठकों के भीतर की संख्या का व्युत्क्म लैप्लास परिवर्त लेने पर 
भोर प्राप्त परिणाम में (2:4) का सम्प्रयोग करने पर /2 2) का दायाँ पक्ष 
2 (-)४ है; 8), (4५३ ०५५५ “/3)) 


777,(02/3); 0777, (48,49४) ; ॥ (3) 
: 7 के 


श्र 
श्र्ज़ा थे #। कक 


दो चरों बाले फाक्स के सार्वीक्षत 27-फलन का व्युत्पन्न _ 23 
के तुल्य हो जाता है । 
अतः (2-2) निम्नांकित के तुल्य है 


; 
पस्‍ः ता, 6 | 


( |] ॥/| ) ( (६५, ; 0/),5 446 ) ) 
4,/72,73% 7792, 73 0 2 | 
+-7. (22923); 4+3.9 (63, (3) ्ि 9 छा (3-6) 


| (8५; 8, ह49,)),(--२+ १ # ह | 


8 ( र+स्पप 


(3-6) की व्याख्या लचे प्रमेय/? की सहायता से करने पर हमें (3-]) प्राप्त होता है 


(3-2) से (3-5) तक के परिणामों को (3-)के क्रमिक सम्प्रयोग द्वारा सरलता से सिद्ध किया जा 
सकता है । 


4. विशिष्ट दशा 
) (3-) से लेकर (3-5) तक के परिणामों में यदि जितने भी उन्हें इकाई के तुल्य ०/, 8, /, 
४४, 


( 
8", 4, 2', 2४, तथा 2" हैं रखें तो (2-5) के बल पर हम 5-फलन!!/! का संगत व्युत्पन्न प्राप्त होगा । 


(४) यदि हम (3-]) से (5-5) में ॥४:०॥७0०0, ४३६०४ ८7 तथा #/ऋ ४» रखें और (2.6) 
का उपयोग करें तो फाक्स के #४-फलना+ सम्बन्धी फल प्राप्त होंगे 


धाः [ 3 7237] +7। (६०%, 4%42)2 ((८/,5 2/५) / ] 
हित मा न 4 
८(4६ ॥। गत /029,9244 

( (८4, 5 0, ) जे ( (0८, ५ /04। ) / 

(:* ५ /)५ ((6,)]9 ५,४]) ) 9 ( (८/, १४, ) ) 
,.. (4-१) 
( (६५, 5 0,,) ) 2 ( (0५, »9, ) ) ) (( “है - ] /! 
((०,,१ 9,॥] | )%,/ १/,) ) । है 
)) 


॥ 
(4, 90,)) 2 ( (04, जिक्र मर 
(-ै५ 9 ((व॥ ०४2) (% 7४५१) क्‍ 





गवााव 2१2902॥ 4+7 


९्ध दे है (79, 72+ --72० 
4 नाक | है रत * रे प ॥/ 
८८ [ कक/क 2४ का के 


795 7477] +- 779 





7729 3, 7, 
की 2 9 704"7/9 |“ 





(4-2) 


कया + 2:42447] 





(६५, ५ 0५,) ) 9 (00५ 30, ) 8 ((] “7५ (५ 
((८,,, ०७१))3 ( (८/,१ 7५) ) । ' 


(ँ [ 70097| ॥ हि 92 
(दर ] ! (१ बीपुर 29%१27 47 । ५ है 
(्‌ ((८॥,२ 0५, /) ) (0६, ६ 320, )) 
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कक पु 2 77957+7-] +-779 
#कामु+ 29 42+ व+7 


(43) 


हा 


| (-- है ४)+( (4045 ५%))3 ((46,- १'४५)) 
2280 

(4५, 9,) ): ६ (005 ज0))2 (--ै५ ४), 
( (६५५ 0५7) )»( (6/,: हि, 
( (40, ५ ०५, ) ); (०५५५ 29,)) 
| (->) 8), --७ (+2-मे+-३, 8), ((०५)५ ०७,))5( (4/५०९/५)) 
2(# 


ढक था 0 / 00 6 के ही; ५ क लक) 
॥॒ (4-4) 


“] 4 [ः 77793 77+*79 ; 
(7&,, हा (70+#2,024] | १४ 


ऊँ 
[शा ८” 20 का !?9 
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20) ।०8 ; ब्छाट(0, ;) 


+7, 0) ०8 £- «६ 87 (0, «) ४-9 7 ऑँधी) 


०-६ की खेंडश: समाकलन करने पर 


नि अमन नर +0005 2 505023040 ३४४४४ “ऑ।)४४०५४४४७४७७७७७७७॥॥४ 


हारमोनिक परम संकलनीयता 35 


पा ॥/ श्यि 
नि | | |, #(४) बंध ] 2247 का 280 
|| 


था 4 
(8700 -- 
7 


न 7 | हर ( | है 2 (६४४) १८, ] वन कम 4॥॥| 
7०० 0 ० (2) --4) 3803 ढ़ 


८२१४-६६ 0४-.५ (माना कि) 


अब, 

[ गे] ॥ 

कवि न: | गा | ॥(४) बंध ) ००४ (४--#)/ 6/--0() 
॥्रा।0 | 0 
[| 
प्रपय ला5 ही | / (/) 0५5 (॥ गा (६) ([ रथ | () ( ॥| ) 
उपर्युक्त फल /, की दुष्टि में रखते हुये 

श्रेणी 250,-#& संकलनीय |//, ।|* है । ,. . - (47) 


आगे हम लिखते हैं 


५ | कं /, (/) 8) (॥ “० 0)/ हर 
2 ह 08 070 82) ; 


खण्ड्श: रूमाकलन करने पर 


आओ मा 008 (॥ --/)/ 3: 4२५ 870 (7--/:)/ ॒ 
“| गे आए (0 कक सम तज गफदश १० 02) ४ 


(4५०६६ 22॥ रे ७ दे (0 /0 ००5 ( भें तति | कि) 
इसी प्रकार, 
77.00) ॥08 (&॥/॥) 





अगर /2) €् 2(0, गा) 
ग्रत:.. 2%,.- संकलनीय | 7, । | है । ,. . . (4-8) 


| 


| 0) 


ग्र 87 (7 - )/ 
( है कक हिल किस न ठप ॥/ भ्य् हे । । कल अकपाकसननककजलकनानकपज सम लत ाधला७ एक उस कचरा, (रा 
«गा, 0 हं।ह (8/2) 


088 (70 “- 0) ६ 





मैप 


व] 





“४ 47) 


36 एल ० पी० गौतम 
मान लिया कि 


|| | 3] (॥--/7)/ 
(० मा 26४) अत 77 के 


प्रमेयिका < प्रमाणित करती है, जबकि 


है ३] 
252 ६ (0, ४), तब ४ | #- |[<००, 
ह / 0 
जिसके द्वारा 
श्रेणी 29 -॥ संकलतीय | 77, । | पर है। , - . (4-9) 
अब 


जि मो अं (१ ९08 (00506 3 
0-४; सर का |, ॥(४) (४--ह#) ्ं 


चूँकि श्रेणी 2 #,..; की | 27, ! | संकलनीयता यह सिद्ध करती है कि श्रेणी 2 ॥,.ै।. संकलतनीम 
(27, )| होगी । 
इस प्रकार प्रमेय॒ उपपन्न हो जाता है । 


ऊंततज्ञता-ज्ञापन 


लेखक डा० बी० एल० गुप्ता का आमारी है जिन्होंग इस शोध पत्र की तैयारी में गार्ग दर्शन 
किया । 


निरदश 


[. दास, जी०, प्रोसी० लन्दन सैथ० सोसा०, 969, 9, 357-384., 
2. मोहन्ती, आर० और महापात्र, एस०, प्रोसी० अमे० सैथ० सोसा०, 956, 7, 040-059, 


3. सिन्हा, एस० आर० और सिंह, वी०, इंडियन जन० सैथ० / 07], 33, 8].-]37, 


४|[73॥3 ?७75॥3 64 //0593॥093॥ ?230॥[८3 
४०, 8, ३०. ।, |आ७३/"/५, ।975, ?8४2९५, 37-40 


सोडियम आर्सेनाइट का प्याज कन्द के जड़-वर्धन पर प्रभाव-पतता 


श्यामसुन्दर पुरोहित तथा सुरेशचन्द्र अमेटा 
राजकीय महाविद्यालय, नाथद्वारा 


[ प्राप्त--अभ्रक्टूबर 22, 975 ] 


सारांश 


प्याज कन्द के जड़-वर्धन पर सोडियम अर्सेनात्ट की विशिज्व सानद्रताओं के प्रभाव का अययन 
अनुकूलतम ताप पर किया गया। जब कन्दों को 25, 50 तथा 75 999 बिलयन में रखा गया तो 
जड़ वृद्धि झुक गई। 75 9एए के अतिरिक्त समस्त उपचारों से कन्दों में नई जड़ें निकलीं । सर्वाधिक जड़ 
की लम्बाई पअ्रनुपनारित कन्‍्द की रही; फिर 6 900 घिलयन से उपचारित कन्द की । 


0 38(7"2 ८(: 


अ्ि९2( छा 50तेंएपाएत बाल्डल्९ 00 डर #0०00 छु७0७एं0 की दादा! टर्वीव ०एॉफ., 43% 
58987 जिपातेक शिफ्रगमरा। बाते 5फारणा ऐशह्रतटतण औलाक, 4269वापशादा। णी 009 बाते 
(रढ्ाता॥0५, (+०0एटापावटा। (068०, िश्ञातछत व. 


वाल लीएढए ता यपंतपड दतादलाफक्याता$ ता इतत[प्राा धइस्या।ठ ता पल #ठत छहु0णशा) 7 
“का 0९१4 गढ़ 5प्रताल्त दवा ठावााया। ।दगाएलपएठ (29.27 0.).,. एणाद #60: हुएठशाव ७४8 
वाजजिटतव छोछा गोद कांता 995 छल लुक 25, 00, शाते 70 [शुगा $ताप्रठा,.. 7 ॥0७ 
दा 09807ए८ँं शक गज #600% ग)ढाट्तें [9 थी धा6 फलाणरते इलाड लणटएा 0 75 कण 
80प्राता,. परदे शावशातावा कतता दवाड्ा)। ए्घ३ #हट्ा्तेल्ते हि परञए.९३ढतें छपी) णगिीठछल्त 099 
जएएगा गाइद्गाठ ए्वाटव 9). 


विभिन्न रमायनों का प्याज बन्द वे जड़-वर्धन पर प्रभाव का अ्रध्ययन विगत वर्षों भें समय- 
सगय पर विभिन्न जेवबिदों द्वारा किया गया है।४४। प्रस्तुत पत्र का सुख्य उद्देश्य सोडियम 
क्रारनाइट धारा जर-बर्घने पर होते बाले प्रभावों का अध्ययन है। सोडिगम श्रार्सेनाइट का पौधों के 
लविशिन्न भागों पर, विशेषय॒ञया लगे एवं जेह-बर्घन पर होते बाले प्रभावों पर वांछित साहित्य पर्याप्त 
साना में उपलब्ध नी है । शत: इसी शय से हसे द्षेत्र में उपर्सनत शीश विपय सा गया। क्राप्ट?!, 
फक्रियटितसन था उसके संहयाबी , गाल्‍लाह एस होबड0, खोसला/ तथा पुरोहिता"। ने साल्यिम 


288 कक हु. 7. हि का गो पु 808 . अज  0 ह प्‌ 5 बंगग' ६ 20026 प्र 30250, 2072८ ३ न्‍ह द्वि न नम 
आनाइडंट को विभिनज्ञ पौधों परु बरक्धि निरोधव » निसन-निशवक्र, आरागान्य सूना- विभाजन शुक्र 


बा 
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पर्ण-मृत्यु का अध्ययत करके परिणाम प्रस्तुत किये। प्रस्तुत अ्रध्ययन में भी सोडियम आसंनाइट को 
प्याज कन्द के जड़-वर्धत पर निरोधक प्रभाव प्रेक्षित किया गया । 


प्रयोगात्मक 


सोडियम अ्रार्सेवाइट का प्रभाव अनुकूलतम ताप (29--2 से०) पर जड़ों के भेदीकरण' एवं वघन' 
प्र देखा गया। सोडियम आर्सेन।इट इस अभियोजन के लिए इसलिए चुना गया बयोंकि यह ऐसा विवषेला 
रसायन है जो पौतों के जड़व्वधन पर निरोधक प्रभाव दर्शाता है । कुछ प्याज कन्दों को सोडियम 





सोडियम श्रासनाइट की विभिन्न सासद्रताशों का प्याज-कन्द के जड़-बर्बेस पर प्रभाव 
/ 5 अनुपचारित कन्द, 8-35 ए07, (४--0 एप), ]0 » 0 [90, 7५०« ८०])0[27॥, 
9 << 50970, (७-5 7७ 0900 


आसनाइट की भिन्न-भिन्न सारद्रताओ्रों (5999, 0 990, 5ए20, 20 ए9ए, 00]])॥0, 7४5ए]॥॥) भें 
चौड़े मुंह वाले भ्रलग-अलग जारों में ज ड-वर्धन के अध्ययन हेतु रखा गया। सोडियम आरविाडल 
का विलयन साधारण नल के जल में बनाया गया । लगभग एक्क ही श्राकार, नाप और तोल के प्याज 
कनन्‍्द जड़-बर्धन अ्रध्ययत के लिए चुने गए । जड़ों की वृद्धि-दर का प्रेक्षण प्याज कन्दों को उपचारित फिस 
जाने के 24 घन्टे बाद श्रारम्म किया गया । 


परिणाम एवं विवेचना 


प्राप्त परिणामों को सारणी | में अभिलेखित किया गया है। परिणामों के श्रनुगार 
सोडियम अ्रार्सेनाइट से उपचारित प्याज कन्दों में जड़-वर्धन के प्रध्ययन से ज्ञात होता है कि जड़वर्धन को 
दर बढ़ती हुईं साच्द्रता के साथ क्रमश: घटती रहती रु । 00 8 79॥) सोडिय थ्‌आः नाइट 58 जहां कर 
अधिकतम लम्बाई 0-] सेमी० पाई गई, जब कि 75 90 से उपचारित बल्दों में किसी भी प्रकार 


की जड़ें नहीं देखो गई । 5 99० तथा 0 !)०9 सान्द्रता वाले बिलयनों में सात दिनों पश्चात्‌ उच्चतम 
जड़-वर्धन क्रमश: 5-5 सेमी०, तथा 4-8 सेमी ० प्रेक्षित किया गया जो कि श्रन्य सानद्रताओं (899॥॥, 


सोडियम आरसेनाइट का प्याजकन्द के जड़-वध न पर प्रभाव-7| 39 


सारणी 7 


सोडियम आस नाइट की विभिन्न सान्द्रत ओं का प्यपज कन्द के जड़-वर्धन पर प्रभाव 


कल्प हि . जड़ों की माध्य लम्बाई, सेन्मी० 







५ ऋन्‍थधह हा प्बर 3५७० कक करत ४. पक ३०० चकमान ० * (५4 हे ५583 आततन्‍्यकातक्‍न 














सान्द्रता, 9[070 दिन 
3 4. 5 6 7 
अनुपचारित 7.2 2-8 5-4 70 8-0 856 9-2 


सोडियम अआर्सेनाइट 5997 0-8 4-6 27 3-5. 4-0 4-9 55 
6.“ 00 ,, 0-75 75 2.6 3.0 3-4 4-5 4-8 
,... 3; 5 ,, 06 ॥.॥]॥ 5 75 ॥2 ]४7 ै-8 
की 25 ,, 0-4 0-6 07 0.8 0-8 09 ॥[- 
कर 3. 50 ,, 0॥ 03 0७ 0३॥ 04]॥ 0७ 0+- 


बे. आड 75 ,, कोई वर्षान नहीं । 


25 एए70) से उपचारित बनन्‍्दों को जड़ों को की तुलना में सन्‍्तोषजनक थी । अनुपचारित बन्‍्दों की जड़ों 
की श्रीसत लम्बाई 0.2 सेमी" तक अ्रभिलेखित की गई। अनुपचारित तथा 5छछा/ झौर 0999 से 


उपचारित जड़ों के रंग में किसी भी प्रकार का भूरापन नहीं देखा गया, लेफिव 5, 25, 509] में 
यह भूरापन बढती हुई सान्द्रता के साथ क्रमश: बढ़ता गया । 


माललाह एवं डाबुड/४ के अनुसार सोडियम भरा ताइट विसिया नारबाम्सिस (हांटाद ॥60070775) 
की जड़ों की सूनी विभाजन क्रिया पर शअ्रसागान्य प्रभाव दर्शाता है। सोडियम प्रार्सनाइट थी 0:0/0 
सानद्रता जड़ों को कोशिकाश्रों में को शिका-द्रबी एवं केन्द्रवीय-विन्यास को ४ प्रभावित करती है । क्राफ्टाए 
के अनुसार आस तिकोय गौगिफों के अ्रम्लीय बिलयन पौधों की पत्तिप्रों की वृद्धि पर पूर्ण मृत्यु प्रभाव 
दर्शाते है । इसी प्रकार खोसभा ने गी एक्रेराइन्थस ऐस्परा (लाए ८8॥/०व), केसिया दोरा 
((650४6 (078) तथा रुएलिया ट्यूबरोजा (666 (;४८४०४७) के दीजों के श्रंक्रण एवं नवोद्भिद के 
बंधन पर सोड्यिम आरसेनाइट की विभिन्न साद्द्रताशरों प्रभाव का अध्ययन किया । उनके परिणामों के 
अनुसार सोडियम आर्सेनाइट उपयेक्त पौधों पर अधिक सान्द्रता (20, 25, 50, 75 ए7/) में मूलज तथा 
बीजपत्राधार की वृद्धि पर निरोधक प्रमाव दर्शाते हैं । 


पुरोहित ने केलोट्रोपिस प्रोसेरा (८.६६०४०/४४ #7०८४४) के बीज-पअ्रंकुरण पर सो डिमम आर्सनाइट की 
विभिन्नसानद्रताओं के प्रभाव का अध्ययन किया तथा उससे प्राप्त परिणाम मात्लाह तथा डाबुड/९, क्राफ्ट/ 
तथा खोसल।? द्वारा प्राप्त परिणामों के अनुरूप थे | उपयेकत सभी परिणामों से यह ज्ञात होता है कि 
सोडियम आर्सेताइट सूधी-विभाजन क्रिया पर निरोधक प्रमाव दर्शाता है। सम्मवतः सोडियम आअ।सेंवाइट 
कोशिकाओं में साइटोकायनिन की संश्लेषण क्रिया में प्रयुक्त होते वाले एनजाइमों एवं उससे सम्बन्धित 
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अन्य रासायनिक अभिक्रियाप्रों को प्रभावित कर वृद्धि पर निरोधक प्रभाव दर्शाता है, वयों कि श्रार्सेनिकीय 
योगिकों के विलयन अम्लीय स्वभाव के होते हैं ग्रत: यह सम्भव है कि भ्रधिक अम्लीय माध्यम कोशि- 
काओं की साइटोकायेते सिन क्रिया को प्रभावित कर सूत्री-विभाजन क्रिया में असामान्यता उत्पन्न 


करता हो । 
कृतज्ञता-ज्ञापन 
लेखक श्री गतेश नारायण माथुर, प्राचार्य, राजकीय महाविद्यालय, नाथद्वारा के अत्यन्त आ्राभारी 
हैं जिन्होंने प्रस्तुत शोध काय॑ के साहित्य को उपलब्ध कराने में सहायता की । 
निरदंश 


[. पुरोहित, श्याम सु० तथा आमेट', सुरेश च०, विज्ञान परिषद अनु० पत्रिका, 972, ॥5, 


89-92, 
पुरोहित, श्य,म सु० तथा आ्रामेटा, सुरेश च०, विज्ञान परिषद्‌ अनु० पत्निका जुलाई, 073. 
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3. कस्तूरबाई, ए० पी०, तथा खान, करेण्ट साइन्स, 968, 37, !-2., 

4. क्रीाफ्ट, ए० एस०, हिलगाडिया,]933, 7, 36-372. 

5. क्रिसटिनसन, जो० एस०, कुन्ज, एल० जे०-वानर, डब्ल्यू० डी० जू नियर, धिर्मेन, के० थी०, प्लान्ट 
फिजियोलोजी, 949, 24, 78-8. 

6. माल्लाह, जी० एस० एवं डावड, एम० एम०, ऐलकजेन्डिया जर्न०एग्रि० रिस०, ] 056, 4, 0-0।. 


7. खोसला, एस० एन०, इण्डियन जनं ० वीड साइन्स, 07], ॥॥], 86-9]. 
8. पुरोहित, श्याम सु० (अ्रश्रकाशित परिणाम) 


]7373 ?975]3 4 0 059॥04]9॥ ?०४८7८92 
४०. 48, ।4०. |, [भा ०४५, |975, 79865 4-45 


बबल के पुष्पों के फ्लेवोनाइडों का अध्ययन 


एस० के० गुप्ता तथा एम० एम० बोकाड़िया 
रसायन विभाग, विक्रम विश्वविद्यालय, उज्जन 


[ प्राप्त--दिसम्बर [, 974 ] 


सारांश 


बबूल के पुष्पों के निष्कर्ष को ठण्डा करने से स्टियरिक अम्ल प्राप्त किया गया। वर्णलेखी 
विश्लेषण द्वारा चार फ्लेवोनाइडों की उपस्थिति निश्चित की गयी, इनमें से तीन पदार्थ क्रमशः 
केम्फे राल -3-ग्लक्षीसाइड (), आइसोक्वेर्स टिन ([), तथा ल्यूकोसायनेडिन (777) प्रमाणित हुये । 


& 05067" 2 


छाउछरगारंदड ई#०क पार क0एछएढ०-#5 ० /च्वलंकदावबश/दद,. 29 95. 8. 6प909 बाते 
2, ७. 0च्त9, 8टीा600 0 50पएत6$ 70 (0९०59, शाद्वा। एरए्टआश9, एऐ]]#ंए. 


5683० बाते 998 9९९४ 09(2ांग्रट्ते 09 6077 प.रढ 3ट00076 ढडाए60 ० (6 70658 
०4. दतवदांद क्‍रवरांएद,.. 725९८४०९ 6 ०007 एंटी 20णए०प्रद्या।5 95 928९४ 76ए८७४९० ७५ 
ठीफठ्णाबा0त8०गु)ए 0ी पार काट, प्िएठ९ ०ी पाठढाफ ध8ए० 9०67० 80466 बावें ट7०78४८८ए०5९व 
45 #ालएएदा0-3-ह पटठगंतल, 4805 प्रढढांच बात [6802020४०7077. 
अक्रेशिया-श्ररेजका (हिन्दी-बबल, पंजाबी किक्‍्कर) मायमोसी परिवार का सदस्य है। यह 
मध्यप्रदेश के जंगलों में बहुतायत में मिलता है। इसक्ली लकड़ी भवन निर्माण के काम आती हैं तथा 
इससे अत्यन्त प्राचीन काल से कत्था प्राप्त किया जाता रहा है। साथ ही इसकी छ,ल का उपयोग 
कीटाणुनाशक के रूप में श्रौर महीन टहनियों का उपयोग दतौन के लिये किया जाता है । 


इसकी छाल से! भानु, राजदुराई तया नायुदम्मा ने क्वेर्सेटिन, (+) केटेकिन, (-) डायकेटे 

कित (--) इपिकेटेकिन, (-।) ल्युकोसायनेडिन तथा (--) ल्युकोसायनेडिन गेलेट श्रादि पलेबोनाइड 

प्राप्त फिये । इसकी पत्तियों से पाली फिवालिक पदार्थ तथा इसकी फलियों से रोबिनडेन डाय।ल मिलने 

का उल्लेख है | इस प्रकार दस पर काफी रोचक कार्य हुआ है, किन्तु इसके पीले-नारंगी पृष्पों के 

सम्बन्ध में कोई उल्लेख प्राप्त नहीं है । प्रस्तुत शोधपत्र में इस उद्देश्य की पूरति हेतु किये गये कार्य का 
उल्लेख है । 
#) 6 


42 एस० के गुप्ता तथा एम० एम० बोकाड़िया 
प्रयोगात्मक 


ताजे पीले पुष्पों को ऐसीटोन से निष्कधित किया, इसे टण्डा कर ने से एक चिपत्ििपा ब्रवक्षेप 
प्राप्त हुआ । इसे छान कर ईथर से घोथा गया। यह पदार्थ रासायनिक अभिक्रियापओं, द्रवणांक, प्रमाणिक 
नमूने के साथ संयुक्त द्रव्णांक और इसके “४-बेन्जिल आइसोथायोयूरोनियम व्युत्यन्न द्वारा स्टियरिक 


अम्ल प्रमाणित हुआ । 


स्टियरिक अ्रम्ल पृथक करने के बाद मातृद्गरव को श्रत्पदाब पर सारिद्रित किया गया तथा 
वर्णलेखी द्वारा इसमें चार फिनालीय पद/र्थों की उपस्थिति ज्ञात हुई । इनमें से प्रथम दो के ९6 मान 
0-72 तथा 0:58 ज्ञात हुये, जबकि शेष दो की. उपस्थिति डे निग शअ्रभिकर्मक (0:5% फेरिक वलोराइड 
तथा 0-5% पोटेसियम फेरीसायनाइड विलयन मिश्रण) तथा [>टाल्विन सल्फोनिल' बलोराइड के 
छिड़काव द्वारा ही ज्ञात की जा सकी | विलायक को अल्पदाब पर हटा ने से गहरे भूरे रंग का इवशेष 
प्राप्त हुआ, जिसका क्रिस्टलकरण' सम्मव न हो सका । श्रत: इसका सि.द!) जेल के दण्ड पर प्रभाजन 
किया गया । एथिल ऐसीटेट प्रमाजों से दो क्रिस्टलीय पदार्थ “भर तथा “ब” प्राप्स ६ ॥ जिन ये गण नाक 
क्रमशः 78--80९ तथा 20 ... 220 पाये गये । गुणात्मक बिश्लेषण से ये दोनों स्वा(कोसा।: ४ जात हमे । 
इनेकें जल भ्रपघटन से प्राप्त शर्करा वर्णलेखी तथ। प्रममारिक ने म्ने के साथ की गई १ (मं देगी क्षारा 
ग्लकोस प्रमाणित हुई तथा 279 -80९ और 3]4 -0" बाल मस्लाइकान प्राप्त हुसे । 


अ तथा ब पदार्थों का डायजोमेयेन के साथ मे थिलीकरगा करने से “सा तथा "है भेथिल ध्थर 
प्राप्त हुये, जिनके द्रवर्णांक क्रमश: 86" तथा 02--04" प। » गभ । 


पदार्थ “अ की पहचान 


पदार्थ “अर” की पहिचान इसने द्रव॒राशावा, ॥/ मान तथा अ्रन्य शु्णों के द्वारा केश्फराल, फकललको- 
कक, हि ख्र म््प : मा ] ५ हे 
साइड के रूप में की गई । इसका केम्फेराल $-ग्लूकोसा:ड होता निम्न श्राधारा से प्रभाणित टुशा । 


[. विश्लेषणात्मक परिणाम : 


प्राप्त : 0, 56-4; 5-09 केम्फेराल 3-ग्लकोसाइड। ९) ,,0,, के लिये अ्रमएयक (), 06-0, 
प, 4-88% 


2. श्रवरक्त स्पेक्ट्रम : (पोर्टशियम ब्रोमाइड में) अवरक्त स्पेवट्रम निम्नांकित बैड प्रदाशणित 
करता है। 
3450 (पा (हाइड्राक्सिल समृह के कारण) 
720 €प्यर्णा (कीटोनी समूह के कारण) 


तथा [040 (४-१ (ईथर बन्ध के कारण) 


बबल के पुष्पों के फ्लैणोनाइडों क अध्ययन 43. 


3. परराबंगनी स्पेक्टम 


एथिल ऐल्कोहल में अ्रत्यधिक श्रवशोषण 267, 30 तथा 357 ग्वए पर (फ्लेबोनाल के लिये 
विशिष्ट भ्रवशोषरा ) प्राप्त हुये । 


-“(2|+ 





(2[|+ 


७+-०6।१]| ०05५ 
(१) केम्फेरॉल - 3-ग्लूकीसाइड 

पदार्थ “ब” की पहिचान 

पदार्थ ब की पहिचान आइसोक्वेर्सेटिन के रूप में द्रवर्णाक, 7२। मान तथा श्रन्य गुणों से की 
गई । इसे इस रूप में निम्न श्राघारों पर प्रमाणित किया गया । 

. विश्लेषणात्मक परिणाम : प्राप्त: 0; 5:09; ल, 4-69 आइसोक्वेसेंटिन 0,,8,,0,,9,0 
के लिये आवश्यक (), 5-3; |, 4*65% 

2. ग्रवरक्त स्पेक्ट्रम : यह निम्नांकित बैंड प्रदर्शित करता है : 

34000" ( -- 0-- समूह के कारण) 

तथा ]720009-77( >> (0५50 समूह के कारण ) 


3. पराबंगनी स्पेवट्रम : एथिल ऐल्कोहल में अत्यधिक अवशोषण 255, 3555 तथा 360 ऋर् 
(फ्लैवोनाल के विशिष्ट मात) पर प्राप्त हुये । 
ही ला (9॥+ 


दमा 


(]) ग्राइसोंक्वेसेटिन 
पदार्थ “स की पहिचान 


इसे केम्फेराल 3-ग्लकोसाइड का ट्राइमेथिल ईथर निम्न तथ्यों के आधार पर प्रमाणित किया 
गया । 


44 एप्त० के० गुप्ता तथा एम० एम० बोकाड़िया 

]. विश्लेषणात्मक परिणाम : प्राप्त: 0, 58:0]; पं, 6:34; 0,49,,0,, के लिए श्रावश्यक 
0, 57:; & 5-36% 

2. अवरक्त स्पेक्ट्रम : यह निम्न बेड प्रदर्शित करता है । 


2950, 720 (>0--0 समूह के कारण ), 580, 445, 440 तथा [20 €) था! 
पदार्थ “द” की पहिचान 


इसे आइसोक्वेसेटिन टेट्रेमेथिल ईथर के रूप में निम्न तथ्यों के श्राघार पर प्रमाणित किया 
गया । 


, विश्लेषणात्मक परिणम : प्राप्त : 6, 58-6; ॥, 5-3; 0,,]4,,0फ% के लिये आवश्यक 
0, 57:65; 8, 35% द 


2. अवरक्त स्पेक्ट्रम : यह निम्न बेड प्रदर्शित करता है । 


30, 670, 600, 500, 7400, 470, 3860, 800, 7206 तथा ॥475( धर" पर पर 
प्रदर्शित करता है । 


ल्यूकोसायनेडिन की पहिचान 


मूल निष्कर्ष को 0% मेथेनॉलोय हादशोमलोराइड के शा।थ 60" प॑ गिनिह के अभिकित 
करने से गहरे लाल रंग का ऐन्थोसायनेडित प्राप्प हुआ । शद्धिकरण के पाचात यह ॥32 क्र पर जत्य- 
धिक अवशोषण) प्रदर्शित करता है। इसकी वर्णलेणी विलायक निमामक (॥) सैसीहिक शाम्ल, सार 
हाइड्रोक्लोरिक श्रम्ल जल 3 :]0 ५/४ तथा (2) हयाशी एस विलायक लिगोमक (एसीडिक कार, 
हाइड्रोक्लोरिक अम्ल जल 5 : : 5 ५/७ द्वारा केबल एक पदार्थ की उप्यित्ति प्रशाश। होती है। इन 
विलायक नियामकों में इसका 7१[ मान क्रमश: 05 तथा 0-32 प्राप्त हुआ । स्वीगायतदिन, का ॥९| 
मान सायनेडित के समान ही प्राप्त हुम्ना। श्रतः वर्णनेखी का तीसरा पदार्थ त्युकोसायनदिन 
पा) है। 


770५, 
कक्षा, 0] (, ' ह। 
श( 


[+०0 घर 44 हे का 


कमकमललक्मकउन+त अर >म जानकर 


0।+ 
()+. (०[7/ 


(गा) ल्यूकीसायनेड्िन 


चौथा पदार्थ ग्रत्यल्प मात्रा में होने के कारण इसका विस्तृत श्रध्ययन नहीं किया जा सका, किस्ते 
काय प्रगति पर 


बबूल के पुष्पों के प्लेवोनाइडों का अध्ययन 45 
कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक विश्वविद्यालय अनुदान आयोग, नई दिल्‍ली का शोब छात्रवृति प्रदान करने हेतु 
भ्राभारी है । 


निदश 


. भानु, के० यू०, राजदुराई, एस० तथा नायुदम्मा, वाई०, आस्ट्र लियन जने० केमि०, 964, 47, 
803-809. 


2, इन्द्रेस, एच० तथा हिलल, एम०, जनें० फायटोकेसि०, 962, 2, 5-56. 
3. भानु. तथा सहयोगी, बुले०सेन्ट्रल लेदर रिसचें इन्स्टीट्यूट, 962, 9, 00. 


४।]73॥3 ?7३०5॥9व9 /॥053॥09॥ 2॥ ?३८7|८४ 
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दो चरों वाले प्लन-फलन के कतिपय प्रसार सूत्र 


एन० एस० होरा 
गणित विभाग, राजकीय महाविद्यालय ,रतलाम 


[ प्राप्त--फरवरी 2], 973 ] 


सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में दो चरों वाले कंतिपय समाकलों का मूल्यांकन किया गया है और इनका उपयोग 
दो चरों वाले //-फलन के प्रसार सूत्रों को स्थापित करने के लिये हुआ है । दो चरों वाले ०-फलन के 
कुछ ज्ञात फल विशिष्ट दशाश्रों के रूप में प्राप्त किये गये हैं । 


09579 ८ 


5070८ €जएथ्णडॉतठ्ा ल्‍07फापॉबर (07 ं-छि्रटएंएण णाी एच थाएंन०05., 2) ऐप. 8. 
लरठ-छ, 70९02४7०07९77 5 /४पटाशक्वा305, (>०0ए७7४776077 (70]002०, १०७()७77. 


9 एंड कृब[एकण ७४० विबए०७ लण्ड ०त ता 58743 77ए०एं०३ स-पि।टा07 ० (७४० 
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०एत एथ्यापता)[05.,.. 9006 'ा0णा 7९8पॉ१ (07 (/-ीपराटव0ठा 060 (एछ० एथेब० ९3 ]28ए५6 926९7 
09970 38 [१द70प्रोद्ा" 2४809. 

मुनोट तथा कलला/! द्वारा परिभाषित दो चरों वाले //-फलन को गुलाटी/? ने निम्नलिखित रूप 
में श्रेंकित किया है : 


(॥॥१$ ४४); (045 78)+ 78 है 
(/% 22) 4; (५५ १2१ ५३ 





[(6/,* 4/, ).] ि [(८॥,» (५,)_] 9 [ (6५५१ “,.५ | 
[(64]: 20.) |; [(4५,, 424,) |; [ 4.2 7५, ) |] 


्ट 


7/॥ ४]. 72 हे 7 ८ 
7 6-२;) //7(-ब+40) 4 7०-20 7 7(-4्+ ९४ 
लि क्व जय है 





] 
हा (क्या) हा | 5 | हट 
। की 6 /(॥ - - 0; + ४0,5) | (6 --४)5) | 4 (]-- ८; --४2|/) 
है न 


है ही ० ॥॥2777 


है 
!! /(6/-- (४ 
उन्या 27 7 हु ! ) 


48 एन० एस० होरा 


/7(-+सक-+--0 > ४/ 
रत द। ८/ (]-) 





>< 
॥ _धध-25-2%) ।/ :(-//--05+-२५४) 


2 तथा 2, बार्नीज प्रकार के उपयुक्त कंटूर हैं। इनमें से /, इस प्रकार से ४-तल में स्थित है 
कि 2(6/-2.5), 7537, ..., ?। के पोल कंट्र के दाहिवी शोर तथा /(]--.6, |-4.5), / «5 !, ..., ४, 
ओर (--०--2:--2;80, /<!, ...ढ, 5६ के बाई ओर पड़े। कंदूर 2, /तल में स्थित है जिससे 
कि (6; -722//7), /5-], .... ११ के पोल कंट्र के दाई शोर तथा 2(7-०+ ८५;४), /<२], ..., ४५ भौर 
7(-०-+२)5+ 20, 5, ..., $8 के पोल बाईं ओर पड़े । 


0 < 604] <4] .। 0 डर #72 रु (9५ है] ॥ थ्‌ प्णु 5 [95 | ््‌ 772 5.४3 () धर 775 ४.१६ 


द्विगुग समाकल अभिसारी होता है यदि 


428 48 /8 ४ 9 (9 । 
हटा न 22 र्ट् रस 3 ७2 ते रह बा 0, हि हि | ८ | रे 70 ५ हि की 2) ५० 2 20 बा ( ) है 
चय हा ह। ध्प्ज्त पं, ४ ॥ । 4७७३, हि *, हैक हे 
2 /"], ४6॥ (9 
4 - 2 _औन- 3 6! * नी आय ४ 0 [हल 2 47776 50, 
हैं 4 >थ]+ है /॥8+-४7 है हु है पा | 7 ' 20 
ै री //४ (५ 
2 लि ० दान खा * खा 30/- | 0 फकलयी, 50 
#च्च ऑप्या2+7 ॥। /०१३--. पे... बतगाह० " | 


तथा | 5272 9 [उठता | 378४ ८ [३27 


यहाँ पर और इससे आगे [(&,, 4/)] से प्राचलों के सेट (6,, 4॥), (७,, ४५), ..., (4/॥, //) का 
प्रति' घित्व होत है। संकेत (०,) ०,, ... / के लिये भ्राया है। बड़े अक्षर घन पूर्णाक के योतन हैं । 


आगे सवत्र (-) के दायें पक्ष को /४ | | से प्रदर्शित किया जावेग। श्रौर यही दो चरों बाला 
वांछित 7-फलन है । 


८... इस अनुभाग में निम्नांकित समाकल स्थापित किये गये ह 


् हे (774, /7०) ) ११ ॥ 
] ... 2१) २०7 (2. 8? 779)5 (॥, ॥9)» 9 है दे, 2) 
| ( ) 4 १/ ( ) 9 (/, /9)५ 4 ) ((0]+ 02)» (2 


[ (6, ६ ८ ) | [ (८ (७१ ()..) | ) [ (८/ */) ) ] | ! 
(्ं 
(000 20,)); [(५,५ २20,)]; [(./५,, 7९,) ] 


दो चरों वाले 7-फलन के कतिपय प्रसार सूत्र 49 


का2/ (॥7], 7790: 07+9 772) ४3 
केक 7! /2-- (४ + 9 | | --॥८४--०9). (2779 22), 23; (4व+ 9 42): हब 
जा का 3 


(]-शैन डै/५ 9), ([-)ै-३/७ ०), [[०,, 4/,)];[०८७.. ०५,)]; [(०५, 4%,)_] 
[80,, 20.) (“१-३० ०), ([-2+३० ०); [(४,,, 22/,)]; [(/५> 44, )] 


जहाँ. 440४ (| )--6 ] > |72८॥] ».3 गत 
मान्यता के अन्य प्रतिबन्ध (।-) की ही भाँति हैं । 


गे (८ (॥745 2'2)* (7759 779)9 773 हि 
-«&3) ०7 #, (७) झ,,  े 


[(4/|५ “/,)]: [(८/५ ८०/३)- [(4/ ५) 2५3), 
[(09,% 49.) | [(4९५,५ “420,) |; [(/५३ /५,)] 


ग्रा2/ (77]5 7॥/2)*- (॥१9 72+-2)+7:5 ; 
ा 2-- /५-| 9? हि “--॥८ ) (2॥0 2424)528: (475 424 4) | 
७ पर 9 


9 
[(६/ | “/,),] 3 (--१+-३/५, 0), (]---)१ै-- 2/०, ०): [ (८0, </,.).] ५ [ (८५५ 2५) | 
[(०८,, 29); [(०५, ५ 420, )], ( बा + 2 १7, ०) ? ( [>- गा 3०) ०); [( ५.५ 44, ) ] 


जहाँ 2क८( १+० हु )>| (0० / |, #-१, ..., 7५ 
ह। 


० 


मान्यता के अन्य प्रतिबन्ध (।-) की ही भात्ति हैं । 


के डं (70249 779)*5 (॥, 79), ( से 225) ] 
नी द १००] 72 4 १ मै? 72 + ३ 22/7653 
कि ( नी! ) / 44 (2)4 ५, 2) 28; ((१5» (2)5 998 (८ ( || हा %2) 


[(4/) ४0) | [(५५,६ ५५); [(०७,) 2%,) ] 
[(00,0 240,)+ [4५,, 229,).) (५५ 2१,)] 


गरा2/ (7/११५ !!2); (ु !2); 83+-4 हि 
3 गण 4 न ! लिन (6 2, (75 2), /3+ £&. (५१+ 42), 437 4 











५३० ५४5 ०-५ 


& / . 2 
७७ 4५0 04० % ए।- 3-३७ १0 -0-3७% [0७500]... 0७ 
[ (0५, , 3५.) |; [(4५,५ 420.) ] 9 [ ( है “५, ) |, (+- हल मै, 9) पि ( 0.... /ल. ै] 9, 8) 


! 6 
जहाँ 488. श- 0 हा टिक 402 00 | 5 दी को 27 लक ॥ 3८३४ 
2 7 


. 50 एन० एस० होरा 


मान्यता के अन्य प्रतिबन्ध (-) की ही भाँति हैं । 


उपपत्ति 


(2-) को सिद्ध करने के लिये हम (-]) के बाई ओर को //-फलन के रूप में व्यक्त करते हैं श्रौर 
समाकलन के क्रम को स्थानान्तरित करते हैं क्योंकि इस प्रक्रम में सबन्निहित समाकल श्रभिसारी 
द ला पूसा के प्रमेय के अनुसार [[, 9. 504] यह मान्य है तो हमें 

(220) 7४ 7(7-०।--४५७) ४ (४-४) 2४ :(! 
|| न 
४ 2(-आनठझ0) ,/ (४४-4४) / 2(--6;] 4 22) 


उत्पात: ॥१+7. ॥ फाड़ । 


८ | (४7) 





(७ (0) 
धीएा9। । 
72 ७ ! 
ीपप-ब+क्+खग 2 ह 
४६ ०++-++२०३5सस- 5 न+ | ([-«00) मैक गे. /? (७) तैं॥ ह। ह 
(हुनर मा) 7 7(-/-)-४२०५-| 2१४) हर 


77४3++ 





प्राप्त होता है। अब [2, 9. 36(6)] तथा ((-) को प्रयुक्त करने पर समावाल (2-) स्थापित ६ 
जाता है। इसी प्रकार सम।कल (2-2) तथा (2-3) भी सिद्ध किये जा सकते हैं । 


3. इस अनुभाग में जिन प्रसार सूत्रों की स्थापना की जाती है वे 


[ (4/ |» “| ) $ [(6/,९ (,/,) )+ | ( ॥॥" */,)) | 


( ]....९ ) जय 77 /४72; (7» 72), ॥४३ | (7 जा ४४) हा] 
| (0५5 “9, ) | $ [6 2" 4208) | * [ (./0, 4, ),| | 


(७ 24) 28; (व5 4209 ६8 





9०॥-7 ४ ->-- मकर कि (#-- (४) [ (27 | ] ) । 705 ॥/५): (॥| | ४, ४:१5 ॥4|| )! 
जप 2 कह कु आकर 0 0 यो महक 
730 (+-- ५) | /' 2 पक ) 6 कक 02 के, है ) (४) (| 
पक 0 ५ 


([-जै-ह॥9 0) ([-है-३/७ 9), [(2/,५ 4/,)]; [(०॥७ (/,)॥; [(७॥,, /%/,)] 
[00.५ 2॥,)], (->१--३१, ०), ((-)+३7, 0); [(4५,, 22 
मान्यता के प्रतिबन्ध वही हैं जो (2.) के हैं । 


(3.]) 
५५ [६ 00? | हे | 


| ( (५ ! हि । /! ) । | ( ५" ( !! 2 ) | | ( ( (" !! ) 


( || न्न्न 7] औ--] 77 (॥/१५ /72); (॥,79 ), ॥5 हि 
। ( ) 





(00, » 20) | 9 [(4,, /१9,,) |६ हम 4), 


दो चरों वाले (-फलन के कतिपय प्रसार सूत्र >प 





7 | | रु 
लया2/- 7 है ना-++ 2 2 (») ह2॥ (7743772 हे 245 ॥9778), 773 
70 (+.| ७) ! 8 ४77) ए(्‌-डु) (0072723 23; (दाएश274) 69 [ ८ 
८ 


[ (4/5“/,) |; ([->है नै 2/० 0), ( >ैे-- 3/०, 0०), [ (८५.५ (//४५)+| ) [(6/५ 42%,)] 3"2 
(4, 20) [4५५ 200)], (-3-३॥ 0), (-3+॥% 9); [(/॥,, #५,)] हा 


भान्यता के प्रतिबन्ध (2-2) के ही समान हैं । 


((4/,3 4/,)$[(%, ०/,) 5[(%,, 2,)] 


( !)' सी रन 7. ॥। 
( | ___ %8) हल 4 / 3? 77 9)3 (34 4 १2 )२ 7 


(-»)* 
(2५ 23४ 73; (4॥ 42) 48 ॥ 





#7#। 9 0 | है] श 
| 592: ) [(0५,, 2, )];[ (4५ ,, 29,) (9.5 43) 
८0 (# (४) हम है & (॥74+ 772)3 (॥79 /,9)) ॥०-+- 
सश्ादैे/ए 2 उठ फरि---२, (४ /प हद गये एड्ीए 73/5 | है 
कम हल / । .#... हक ५ (4५ हे ट्रिक प 8४* 
"०७4४0! गई) 270 /, /377; (हि ४2) 2३१० 2 
हि 





[(4५,, <0,)]; [(०५,, ५५,)](।--२+ 3/, 0), ((--)--3,, 8), [(०/५) 2] 9) 
[(00]- ठ,.) (१ [(4५, ५ 420; ) |; [(/4३5 47, ) ] 9 ( "लक 37; 0) ] ( |... । 37, 0) 
मान्यता के प्रतिबन्ध (2-3) की ही भाँति हैं। 


[(८/।५ “/,) |; [(४॥,* (/॥,) |; [(४/,» 420५) | 


कं 
8॥ 


>> व 0 
(] रे ४१) २ (777५ 7/ 2)? (7]% ॥४०५)+ !४५ | )( हो / 
[ (0, ५ 247) ः [ (4५.५ 420,) |] ? [ ( पर 47५, ) ] 


(00% 2५४ ?३» (६ 42) (8 ही 











५ 727 (०-7) ' अल 
सत्य 2 7 ओपन लाए लिन उन 3 जज... 22, 60 0 हार तयनक आठ ४...) 
ः अर 0३ /£*“। ४ ४ [. "को (४) (0/2) (8, /3;(। 9 92) ६8| 


( [| +- म | 375 ०) 7 ( [०-८ -- 37, ०) ? [(६/]) “४/,) |; [( 27 (५, ) | [(6॥./ 42५.) | 
[0400 00).5 (०००३७ 0), ([--)- ३० 0); [(4,., 4209). [(.५,5 44, ) | 
मान्यता के प्रतिबन्ध (2.) की भांति हैं। 


(3-4) 


५ * हि 
] ..002)) ॥/07व4/ ॥'8)02 073 ४9)5 775 
( / ((/५ (?2)5 3; (८]५ 69), (३ 


[ (८५, ५ ८); [(८/, (० )») [ (८५३) :45 | 








<(-#)%[(6,,8,,)॥ [(,,, 20,)] [(/,, 7९५) 
श्र / 27(9.- /) ! ं (») प्र ॥720: (४7572+ 9), 74 | 
लि ५ 75777 जब ही मो किलो कर री अ 25 ?24)5 23: (4७ ५2+9) 43| ८ 

॥ ८०0 (9 57)  / कक तक /ः ठु ॥ 
78 ५ 


[(4॥ ।! ८) |; (]-“है- के, 0), (--)-- ३7, ०), [(८/, (/,).]; [ ((/ ५१ ४१ /32+ 


[00, | 29) ] हे [(4५, ५ “20,) | [ मा, डे 90, 9) वि (] -+ / -- 37", 0) हे [( कि !५,) ] 
मान्यता के प्रतिबन्ध (2-2) की ही तरह हैं । 


॥ ' “व 


59 एन० एस० होरा 


[(4/,+ “/,) ] [(८/ |) (.५, ) ] | (८/ ं [ )] 


2» (]--%)) ९ 
| [(09,, 29))]: [(4५,९ २00,) 8 [५५ 4५) | 


2(]--&/) ? 


__9)५ 077 0902 (042 !४द्रो? /8 
हे ं ) धक, 22) 28; (६१, (2)5 083 





60 7 27 ॥44 --7) | 
ढ़ 7! 2--7 +- 7 ...#+ ४ 
&& «20 । 7) [क्र] 

ढ कै हि 8 हि गे गा थे मु ! के | हा । ँ(॥ , 
[०५७ 499 [५७ %ओ ((-रेन के, 0» (7-२० ब्रैे”, १); [03९ *%॥)] | (3-6) 
[१ ठोक (कक क्रो (कफ सिकोड (मैया औ७ % (| 7 मेत३७ %)] 
मान्यता के प्रतिबन्ध (2-3) की ही भाँति हैं । 





4४ ॥ 
है (/745 7, )+ (724 % 49)+% तु +9 नि 
4५ (५) कई, 2१2) (8+4: (५], ५४) ५8॥5 | , 


नस्ल 





उपपत्ति : 


(3-)) को सिद्ध करने के लिये माना कि 
[(०॥ 40५) [९५० 0..)॥ [(%३४५)] 


। £ 
| (00/]) “70।),| [ (४५, “2॥,) |) | (./५॥ /",,) | 


4 3 00: 2 07४३6577/ (035 #2)5 ३ 
(४) (] 2 / ) (४, * ?2)5 (३:((॥5 92), (98 





0 60) +-<४<:] (3-7) 
/मन0 


समीकरण (3-7) मान्य है क्योंकि / (४) संतत है श्रीर मुक्त अन्तराल ( ॥, ) में पिन: 
विच रण वाला है । 
न वेद (४ मर न ॥ ५ 
(37) में दोनों पक्षों ?, (४) से ग्रुणा करने पर तथा « क प्र लि ! से | तक सगाका 4 


करने पर हमें निम्नांकित प्राप्त होता है 
३ ॥॥। (१0१, 7॥2)5 (0, ४2), ॥३॥ १ [5 ४! 
2) ०-१ हैं ४) «४ क्र 
[ (]--&2) ४7 72% (४) ४ (0]5 /?2)३ (8; (५७ (१४% (५ | / 


[(४/॥,, ४/,) $ [4 00७). | (७.४ 7) | 
[0५१ / ) |; [ (4५, 420, ) | + | (./0.) ४५, ) | 
ठ्0 नै. 
न क.3 है 852 | ९४ (2) 2५ (४) 4५ 
/मू7) है 


अ्रब (2-) तथा लेगेन्ड्र बहुपदियों के लाम्बिकता गुण [(0 9. 324 (8-5) | को श्र्थात्‌ 


ह 
| /;, (2) 7१; (%) 4४:८०, डॉ 79 


2(7-+- (४) 
(४7 -- 4) (४ 2) यदि 


को प्रयुक्त करने पर 


दो चरों वाले 7-फलन के कतिपय प्रसार सूत्र 55 


] 
0-/) ! (#-)2 क्‍ 
पे रण (775 76५)2 (0-95 72)5 73 । ' 
(४ -- () | ए्‌ः कल “ः ] ॥्‌ जार * क ] ((2--#, 7902 ; ((+2, 42), (3| 2 
! ४2८ 





* # अिललनिलनननान. 





थे 
(]--2--३॥/० 0), (>)ै न $/० ०) [ (८/,+ “४/,).| [6॥,१ (५,) [(6/ रा »३) _| 
[(04,, 04,)), (-लै- ते 9) (जैन डे” ०; [४५५७ 220.) [(7५३ 9५) 


(3-7) तथा (3-8) से प्रसार से (3.)) सिद्ध होता है। इसी प्रकार (3-2) तथा (3-3) को क्रमश: 
[6, 9. 324(5-]5)] तथा (2-2) तथा (2-3) प्रयुक्त करके सिद्ध किया जा सकता है। 
(3) को सिद्ध करने के लिये माना कि 


(3-8) 


[(०/5 4५, ).|; [ (८0, * (५...) |; [(6,;.3 का 
| (0५,५ 40, ) | [( ५५9? 420५). [05 4५, ) | 


0७), कु 


[--.४*) 6 
नी ॥05 772)0*ऋ (४., ॥2), 73 है 
(४) न्त([--४ ) 47(/,, 220? 229: (५75 १8) (६३ 





हज 


(3-9) मान्य है क्योंकि /(४) मुक्त अन्तराल (-- ], !) में संतत तथा परिबद्ध विचरण वाला है । 


मे पा ( 
(3-9) में दोनों पक्षों में ४» से गुणा करने पर, -- ] से ! तक « के प्रति समाकलित करने पर 
लेगेन्ड्र बहुपदी के लाम्बिकता गुण [2, 9. 279 (30, 3!)] श्रर्थात्‌ 
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हि ( ] “+ ४१) 77 ४7४) 02 (३) पड धन्य यदि 7:70 


५ ः 


तथा (2-]) का उपयोग करने पर प्रसार (3-4) सिद्ध होता है | इसी प्रकार (5-5) तथा (3 6) को क्रमश 
(22) और (2-3) प्रयुक्त करके सिद्ध किया जाता है । 


4... विशिष्ट दशायें 
०-०7 रखने पर तथा दो चरों वाले #-फलन को गशुलाटी/भ द्वारा दिये गये सूत्र भ्र्थात्‌ 


(] --+ 043 )3 ४०४७१ ६ “7 0॥0 (8 (] ना ८१9 ), है आप (] शाह 69 ); 
का) 
या (॥7,7)), ९ (] # आह !), न (] “० 6५ () 
(,))) 7९४) , (; ((१। 3, /?7), !; 


“< (0, ), ([--०७ १), -«५ (““6॥ 7) (0, 4) 
(५ /्ि कं (] है )5 ( ५ 4), «९०0 (]-- 4, है) हे 


54 एन० एस० होरा 


( (6 है | के ॥ कमी ध्‌ । 
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7640 % 8007 
तय जीत ब 2 [लि आप के ) 
की सहायता से कम्प द फेरी फलन में समानीत करने पर हमें (3-3) तथा (3 0) से क्रमश: (4-]) तथा 
(4-2) प्राप्त होते हैं : 
(० (5 ८4३८! 


2 | 


; 8], 9 >> शिशर पड 


(-%)%- # 
| [ें,, .... 4, 
0 03% -++ ७ ८, 


सऑयवा2/-०१ क्र न अमन (7 “* /४) (27 | ) 4 (मै हि शै/५) /() है/( ) 


750 (#- ४) ! 7 ध्ह्ज् है ( गा कर, (4 है| 47)/"(॥ ॥7) 
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: ० 2।++| ह/५0 ४ ४“ 3/८ 6]; -..+ 4/ । 

ग का 00% 4॥$ 00% 200 80 
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22000 हि 7 
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2? ८) 8 है: ४ ९५) ./0 , 
जहाँ 2/0७ )> [0० ७; /-+४०:/-। ॥४ |-], | धाह) | (6 | ॥ | | / ॥)7%; | था! | 
कक | | | फोन 


( दा १ ७४१४ ह। ९; | 


ु 770 0 9 ५] १ 6६४१५ ॥१ 8, है 6, 
( अल ५) >्‌ ८ है| | 90% ग ०३ फल ४४१) 
रा थ,, «०५७ 8 
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दो चरों वाले -फलन के कतिपय प्रसार सूत्र 55 
जहाँ #कए</+छनी, | आहऊ |€ड्(टनक+-/#-727 | आड़ ८ |<३(/+७+-] --#--/) # 


(४) समस्त बड़े अक्षरों को इकाई के तुल्य तथा 8->] मानने पर हमें (3.) से लेकर (3-6) 
तक गुलाटी द्वारा प्राप्त फल (जब 85--१) प्राप्त होते हैं । 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


में राजकीय महाविद्यालय, मंदसोर के डा० एच० सी० गुलाटी का कतज्ञ हूँ जिन्होंने इस प्रपत्र 
की तंयारी में मेरा मार्ग दर्शन किया । 
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व्हिटेकर, ई० दटी० तथा वाट्सन', जी० "एम०, 3७ (0प75८ ०0/ (०त८फ 207079878 कमस्श्रिज यूनी- 
वच्चिटी प्रेस 965, 


9 7० क्री ०० ॥० ८ 


४ [373 ?००5॥204 /&॥05370]॥93॥ ?3३६०॥|८०७ 
४०. 8, ।४०. ।, |॥७४/४५, ।975, ?232९६ 57-65 


कुमर के परिवतते के सम्बन्ध में कतिपय प्रमेय 


आर० सी० व्यास तथा आर० के० सक्सेना 
गणित विभाग, जोंधपुर विश्वविद्यालय, जोधपुर 


| प्राप्त--मई ]8, 973 ] 
सारांश 
दो चरों में कुमर के परिवर्तों के सम्बन्ध में कतिपय प्रमेय प्राप्त किये गये हैं । 
5795७नच८टां 


3०72९ प९207९फ्ा5 07 दिप्रकाप्ारकाड एफ्ययाडीताफा पं (७० हयन्‍्यं०५. 09 २, (. 
एश2४ बात पं, है, 83%674, ॥0९098०७060९ ० ७७०03, एऑएटए॥09 0 ][0009प7, 
०१090 


गप (कांड एथए९ए 302 लठाट्शाड ०7 फेपरफटएी3 एथ््रीताएा गगर (9७० ०० )9]८5 27८ 
0०7८०. 


. परिचय 
लेप्लास परिवत 
(/, 7)5/7 || श४० /(७०) %%, (-]) 
का सार्वकरण इन्हीं लेखकों: द्वारा निम्नांकित रूप में प्रस्तुत किया जा चुका है 


6 कक 7. (..: 8: _.., । 
(१; 4) या 2(82)/"(8) (९ हे |. 427[०५5 2; 2) 2५ 377 (१; 0; /9) * (४, ./) ध्ट ५9 ( 4) 


हम इस समाकल सम्बन्ध (-2) को 


(8, 4) 55 [/ (७, 2): ०, (3 % 5]. 


के द्वारा परिभाषित करेंगे । यदि (-2) में «०8, » 5-० रखें तो (-) की प्राप्ति होगी जिसे हम 
5? 8 


58 अर० सी० व्यास तथा आर० के० सक्सेना 


4( # कक (४ 20] ढारा व्यवत करेंगे । 


लैप्लास परिवत की ही माँति /(0,०) को ४(/॥ 9) को मूल हा और ५(/, 4) को इसका 
प्रतिबिम्ब कहेंगे । 
2. अनुभाग 7 


स अनुभाग में /(», ») की प्राप्ति की गई है जब (8, 7) की //३ के घात द्वारा विस्तारित 
करके प्रस्तुत करते हैं और इसका निवचन 


7(%0-+]) 7", -+- ) (०-४ )/(५/--१७-- 7) 0 दूत 
8-77 - )/ (0-२० -०  ) 


ब्मयी [47 29; 0५ |; ११ 0] * (८ | ) 
7४ ०>7३+- 7 २०) ००79 --7५ 7४(/,4) >> 0, 2४७, ५ ) 750, तेधा ॥6(॥३-॥ 7):50 फल 
द्वारा करते हैं। पदश: निर्वचन वध है यदि 
(7) श्रेणी 
(6, 6) हाय गे ५)॥॥2 ॥ 4) 


पूर्णतया अभिसारी हो, 


(0) मूल रूप 
$,998 (5 १) बनी. [ [॥0,॥ (हैं ८५५ १ 0] 
ऐसे हो कि अंणी 


७0) ।" 


6] 
पा । | ५ गविकि कि आप) पी 0७ थे ००॥०00) कि 320] 7४ 6) 


2) ॥ ४०0 
समान रूप से अभिसारो हो तो * थे वध ७ 2) मूलों की श्रेणी राब॑न्र ही फलन /(&, )) में श्रभियारी 
होती है जो ४(6, 4) का मूल रूप है । 
(०) माना कि 


_(/4१)४_ _ ०७ 779] 7)(“- को 
९ (९; ) (/(-] ८) 7 ली | ['(३) (/५)” |।7 


अब (2:) की सहायता से दाहिने पक्ष के निर्वंचन से हमें 


कुमर के परिवर्त के सम्बन्ध में कतिपय प्रमेय 59 


(/4) >> 7 । ० / (94 7)4(8--9-|- (७--7--) 7" (8 -- -।. (४... -- !) 


(+ गन | 20, तक फ कफ य्पफ जता 
जा 0) मी 
रे ()/--० [> 0०7 ०- | (-74)5 ०५ ॥; ११५ 0 | 
(8--४ #7/४-77) / (0--० +/४-- 7 ) 
री [॥८- 2] ) ४ (७- »+-/४--  ) (/(»-- ७ -- हे (४9) 


7, 7? ए2-- [४-० ०-८, 7-- ४-१ -+-८ आआ क े 
अर (6! पड, 2--|४--० +- थै, 7/--/४--।, ४--/«+ 7 तछ ४ ५० 4 9५ 0 | (42) 


2(०-४-+- ७) >>4, 7४(७४--०-+-/७) >> , 2०(०-- # +- )>0 तथा /४४(०, #():>0 

प्राप्त होता है । द 
पदश: निवंचन वध है क्योंकि ऊपर दिये हुये समस्त प्रतिबन्ध तुष्ठित हो जाते हैं ।' 
«55, 95०9 रखने पर (2-2) ज्ञात फल 


(/!4) के (00) 7580 7 ह 
मल ७ हि ग रह न ०9 ||... (23) 


में समानीत होता है जहाँ ॥(७--;--)>0. 
(०) माना कि 


दो 
दा 


| 7९8 |. #--३० -)7"0 | ४ --३०-!) (80) ”।४-४ (व) 
£ (»+ 4) (० | ४०८ 225 १)< (०५ +- ४ - “० 4) [८ ($४ ७ )) 


४(/2, 4) 7 (24, 5767) ल्ड०7 2 ४4 (2 


7 स्‍ “0“--॥४ ०27, 2-7%--/«- ४० ८१ 2९) 
आम मो 


; ०, 0; %, 8 |. (2-4) 
यदि 2०-७० 2०) >> 7, 202(७-+-/७- 3०) >> 33 206 ($०--/४७+ ]) 220 तथा /२४(८*, /, 4) >> 0. 
०४5)), 950 रखने पर (2-4) ज्ञात फल 


हि औ (>>) ” (४१) 27-- [( 
4(/; 4) ब््द (/24) है (प /4) ा 42 | ( ल्‍ | | )र॥ (डे दा (| [) 4 


हि ॥। 
2६07५ 3 ४६ है, डै/--# नी) हैए--॥६ | “३४ ४» || | (25) 


60 आर० सी० व्यास तथा आर० के० सक्सेना 
में समानीत हो जाता है यदि 2४(3४-॥-+-)>0 तथा 7२०४, /£, 4) >>0 


(०) माना कि 
| ॥। 
$(/, 4) ₹2४/7 4/५ >,, (५) > ) 4 तथा € वास्तविक है 


दा 678 &777/0व ३78४-४३ 7"(8-7१+ ४१-९) 
कसा 2 9+-4)7(०--०५३+/५--१) “८ (9, +: 4) 


40728 /077 7) 

£ (० ०३नी/७०2) (०४०० /०। ) 4 (०५ /७४१) 
॥९ 2 -“०+2)/42, (//-/५-०+-3)/2 ग हु 
2378 4 खनी। खिणधण॥ीनी2)5, व +प-४ी|-७)/४, (१--/१+- )/ड, 
(६ (7५ ४5] 67 | ४2) /४: - व) ४१ / 


८ पा (42 »न-4)/2,, (7 कक 82 3)/2 है हू 
80 20 न ५ 65020 (0, ४० ॥०००४+ 0 6] कक 05 008 55 कि र। 


6.५ / 4 १/४ 0 | [का () 


यदि 782८-०५ -+-/7) >7,. 7०४०-०० --/॥) >7,. ऐप ० /(2 6 ) “जी, /ऐ८(७॥ 68 | ) «0 वेथा 
/7४(४, 4)>0 


यदि «--/१, »5-० रखें तो (2-6) ज्ञात फल 


67॥ 07१ ४०४१०/ ॥०॥ */ ५४ 


(8, 4) 5० पर, 00 03 0 रथ 0 0 


८१.५४ । 


०० [खत (0१--/०४-+-)/2; (०३ 5 2)/5;3 : 4४ | 


हे गा 62 08) 
2५ अप ित [, (2, आर )/4५ (78 ० /<9 | )/43 रा ५.4 | 





में समानीत होता है यदि 20४,-/॥,+-) >-0, #०, 2; 2७४(/, 4):>0. 
3. अनुभाग 
हमें ज्ञात है कि यदि 
90, 4) कम [ / (६, 30); ७ $& % 5). 
तथा ९५004) रतईी [/(७, 3»); ०, है; % 8]. 


कुमर के परिवरते के सम्बन्ध में कतिपय प्रमेय क्‍ 6] 


थे; 40 धं। । 


तो (| का गे ०) ५०५६ |, ४0५/).0, 0) (3.7) 


बशरतें कि समाकल पूर्णतया भ्रभिसारी हों और /,(७, 9) तथा /(७, )) * तथा » के संतत फलन हों 
क्योंकि ४:54>0 तथा »9:»४०:0. 


इस प्रनुभाग में (8:) के उपयोग द्वारा दो चरों वाले कुमर परिवर्तं का एक गुण प्राप्त किया 
गया है जिसमें », तथा ,, कोटि के हैकेल परिवतं का श्रात्म व्युत्कम फलन सन्निहित है। इस गुण को 
एक प्रमेय द्वारा व्यक्त किया गया है । 


प्रमेय 7 
थदि रु (/, (4) सन / (», 2) 9 0) 5; है 0], 
तथा 87/000672 07 80% 0 0. /0)) 


थ पेथा », कोटि के हैंकेल परिवतं में श्रात्म व्युत्क्रम हो तो 


0 ५9 
2 जएव7/०7 १"०72०//७०४ 
| | 2 


५८. पा (धर %2)/2, (-+0र्घ:० प3)/2; “- (००१)/4? | ] 
धार) एप 8--2)/% (७-/घ-+१3)/2, (शनकपता4)% (एप कार्णी५)८ 


((०४०॥४-१-+-2)/2, [03/७-०४ 4: 3)/2 -- ४ 22/4/ ) 
! (! द । 2)/2 (४2 (४2 “0 +73)/2, (99 (५५ "| ः 4)/<४, (99 -- (८2 +* 402 


(०, 9) ८४ ८9 


200+78 7" + )7"0, --]) /((०७--०३-। ७५ ८ 7) 
धाव व ँ 072॥8242 / (8 --% | /-”) 


0000 0 0) 
मे ह / (0-92 | (४2:”“ ४) ४ (/७, 7/2) (3४) 


बशरतें कि 2४(#--४0 + +3)75, २४(७- »७--।७) ०), /», >)) संतत हो क्योंकि &:26:0 
>>72>-0 तथा समाकल पूर्णतया अभिसारी हों । 
उपर्पत्ति 
यदि हम (3-) में 
१(/, ५) 5४ | / (४, 2); ५,/3 9, 0, 
तथा (2-6) दो परिवर्त लेते हैं तो 


62 आ्रर० सी० व्यास तथा प्रार० के० सक्सेना 


० (० #. (थि7+घ-०+ 2)/2, 
हवा 0377 ॥72०/2४४ (7 |। हे रे 
|, | हर 5 टम हू न (05 /0- ४ -4)3 [० ०" | 3)४ 


ह )2 द । 
(//“ञ।|0 | )/४, (0 “छा | 2)/४ 65 


४7०१ | 3)/8; - 0४४५१ 
(कप ४) हक ५ हा ()/४, (7 (५ | 2)/2| 


4 (6, 9) ६०% ६१ 


0 
दांत 07३ (8-0० (77) 


हर 24, | (29 “7 ॥४2 305 705 ( | 


ण्ट्र्पा [ ( (977 0 ) | 


0 क- ५+।७-7-/५ | [)7(४--/७ 7 ।) 
है (0 ॥ | (59 शी -) 


[आन उन उपकरण कं, जे /७०) ८ ७ 
0४0 ५ 
टेप 75 4)/ 0० 4)/(०७. हार्ज-/०. [) 
4/व7१8 973/4॥5 /' (| .. # +/3  )) 


4 (-णतीफछ ० 2 7 (0०० /प । )4 0 ६ | ।) 
(6 | 0 ।) 


हैँ 


|, | (4५) (6,)78 3, (कक) 3, (00) 30४। 3४४ ॥-॥७ ४8 / ( ! , | कट 


अप 78 7 (६ ])/%, | )/७ (| | /0* ) 


4"]|/.। 5 87"५७ ४॥। ४ 


20-०५ | ।)77५ "| )/९ 
78 37%, )7'0 ॥५।; 


५ 


भर 


"० पक): 


वशर्तें कि ॥6(8 - वन ।) 2", २0४8 - ७ | ।७) :०, /(5, 9) संत हो क्योंकि ४ ६...0, $ ॥:-0 
तथा समाकल पूर्णतया अ्रभिसारी हों । 


उपप्रमेय 
यदि हम ०४०8, »55४, लें तो लेप्लास परिवते में निम्नलिखित फल प्राप्त होता है : 
यदि 90, 4) 7. /५, ))], 
तथा &/#य788 ॥०४४०४४ /(/%, /9) » तथा 0 कोटि के टैकेल परिवत भें आत्म ब्युत्क्राग है तो 


३8 । 
&70०/०२३ ३/2०/७०॥. ह - 
0 हर ३4 8830) 


थी व (॥०॥॥ | )/%, (0,  "ै। | 2)/9; - द&0/48 | 
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2०4 ०बगी 4 ४-० ॥/७- )/2, (५-७ +2)/2; --४9%/4१) 6 (५, 9) ४४ 6) 


(५२-३० २० $मननन 


जा  7 0. 7)79-) 7५ -/५४--) 7"00 --/९७--।) (५ । जे । (3-8) 


व पथ है४3 आय 6 
बशतें कि /८४७७,-॥४५ + /) >0, #-, 2 तथा समाकल पूर्णतया अभिसारी हों । 
प्रमेय 
यदि हम (3-]) में 
(2, 4) उतरीं [ /(», 2); ०, /5 », 8] 
तथा (2-2) इन दो परिवर्तों को लें तो 


(8 “ ४+-॥०)८ (० गण) | 
हे (0६ लए | | [4 ) 8, ( | /<) | 8 ( ४--/४-| ) ० 
भ८ कि ४2१ 7«- [४]. ँ4 | 7, 7“ (6 (६ । । ७ चल + [...... ११ । | शत हा 
, 0 | १८ ० 8 9-००) न ४-०॥४०-७ |-, ४ - (|, #+ व ) 
4 (5, 9) व दूं) 


"00 60 (५2%) // "7 
“| ही ता ०) ०७ (3-4) 


0 ७] 4) 7 


बशर्ते 7९८(७--- |४-- 2)->0, ४0०(४--/--) >0, 20४(४--|४-- )>0, 7 9) एक 


संतत फलन है क्योंकि 
अस्त ६०0, ):४६->0 तथा समाकल पुर्णतया अ्रभिसारी हों । 


यदि हम ८८-//० मानें और बाई ओर को 


४४ )/४ ) 
(/(24) 5. [एज तत “ 7»| 2 ९४४ -|- ] ) > 0 तथा <४४४(/छ, ०): 0 
के द्वारा निवंचित करें तो हमें (3- 5) प्राप्त होगा : 


नर पक की ४ (8779-20) 7! ला 2- /४) | |; | के (29) />कना 
“(७-० +- (४) (/-- ४» +- (2) (/-- /४-- । ): है हु 


है 7, 2-० (४ “- ०-- / , 0-० [८४ “८ १ -++ | कम ) 
; 26 34 6 | ।, 4, 7-- /८--/) + ।, #-- ०-05 -, ४--॥४-)- , #-- ओर 4६; | ९ (०, 9) धं& 49 





०0 4 ०० 27%) ("३ है हु / 
ध्स्ड है । (/१६) मर | | तक है (&, 2) (२९ ८9. (3 है ०) 


यदि हम ५5०//, %5-४, रखें तो यह ज्ञात फन में समानीत हो जाता है । 


64 आर० सी० व्यास तथा आर० के० सक्सेना 


] दा (90 ही | कर | 
न के ६ नन्ती 
छह्-छनाएा कि मम 


(७४, 9) 4४ 4) 


__ः (४०) | | तकरार ० >) कह 4) ] मं 


बशर्तें कि 2८(०-/+) >0, 7४(#७ 4) >0, /(»,.)) एक संतत फलन है क्योंकि ४7-67०0 » 5१४०७ 
तथा समाकल पूर्णरूप से अभिसारी हैं । 


प्रमेय ता 
यदि (3-]) में हम 
$(/,4) ₹ २ /[ / (% 30); ० 3 १ 0, 
तथा (2-4), इन दो परिवर्तों को लें तो 


कं) 50 फ ० कील चिकरर /#॥| नि] 4० न 0/ 9 09 वकसानले १ सन्‍लकान ( ह] ॥ ५ [.! | 2 
श.... 74 न गा ह। चै ० ५ ४ १ 0) पं शक 
| न्‍ हे ( *() ) कु ६ || | ि | ० ६४] | है |* | $ १ पक प्‌ न] / (; न | है ए/ / १५ भ 3 / ४ क7"0धाज | हल हम | के |। मी | हे री () । | | ] $ 


० ६+,९) है। । ( ( 2 .)) 8 ;) 


2 (०-० ) 2 (०--/४-7०(४ )4 (० ४/2 ॥) 
4९ ८ (8-[-/५--०९/५-०४) 


(४/२--॥४-८ ४ ह 
८ |; हर ' ५ हि ) | | | (30 07१ 7 /( के, हो ) / (७, ») 6.४ ६), (34) 


बशतें 2४8 +॥-०/2) >|, 2४(७ +४--०2)>, 70०(६१) ८०0 तथा समाकल पूर्णतया प्रभिसारी हों । 





यदि ०८८, १ नस 0, तो 
[, ७छो/ह7/7 क्रय हकक शश-७+ | ४शि-# | ), 5--०%७/4 | $(४ ») १६ ९) 


हट के )77(७/2--& ॥ 4 )) 


467 


2 60 * 650 फ््य जल मल. 9, 
॥ 09)/7 #[जक्का) “७२ % ० (3.7) 
बशते कि /०७/2-/--)>0 7४(८१)>0 तथा' समाकल पूर्णतया अभ्भिसारी हों । 


4--2१/(४४) रखने पर तथा (4-2) के द्वारा पहले की तरह निर्वेचचन करते पर हमें 


। १2१) ? (4० [॥०«7. 
५ ५ 0 


कुमर के परिवर्त के सम्बन्ध में कतिपय प्रमेय 65 
2 0704 -न-7, ४/2--६- 7 ४/4-॥४-+४ --४०७) ४(४, 2) ४४ & 


ह |  (एन-7)/2(५/2--/७-- 2) )7 | ४ | (89) #नधकना 


फ 6 । ] 
26 2 पा +]* “5 0० 2) ८४ %»| (3-8) 
प्राप्त होता है बशरतें 2८(७/2--;:--) 0, 2४(४, 4:20 तथा समाकल पूर्णतया अभिसारी हों । 
निर्देश 


,. पोली तथा डलेरू, [,८ 0ब०ण 9एणए०गवृुपल 8 वल्फर ५ब्लंब)6४ ०९ 56५ थुजुगांटबधं०एड, 
गंथियर बिलसे, पेरिस 954. 

2. व्यास, आर० सी० तथा सक्‍सेवा, श्रार० के०, रिए, (०७६. एजाए, 2773 ]969, ॥0, 23-32. 
बोस, एस० के०, बुले० कलकत्ता मेंथ० सोसा०, 949, 4, ]73-78. 

4... ब्रामविच, टी० जे० श्राई०, 0 770ठ7८0४07 (० 6 फ्रटठ०ए ० 7प्रश्रं/७ 5०7०8, लन्दन 
॥0004 

5. डिटकिन, बी० ए० तथा प्रूण्डिकॉव, ए० पी०, 0छक्षब्रपठ्यकोां एश्ोटपोप४ बंध (४० ०६779 [2[2ग 
876 १0 ॥०9॥020 ०078, पर्गमान प्रेस 962, 


/ि 9 


४|॥3॥73 ?३97।5॥393व /»॥प53॥0|37॥ ?907|८9 
४०।. ॥8, ०. |, |॥०५०/५, ।974, 288०5, 67-73 


जकोबी बहुपदियों वाले दो चरों के प्त-फलन का प्रसार सूत्र 


जी० सी० मोदी 
गशित विभाग, जोधपुर विश्वविद्यालय, जोधपुर 


| प्राप्त--श्रक्टू४र 0, 973 ] 
सारांश 


एस शोधपन्न में दो चरों वाले सार्वीकृत /2-फलन का प्रसार सूत्र निकाला गया है जिससे जेकोबी 
बहुपदियों के लिये सक्सेना द्वारा प्राप्त फल का सार्वीकरण हो जाता है । ऐपैल फलनों वाली कुछ रोचक 
दरशशाओं का भी उल्लेख हुश्रा है । 


6.95|[7"2.0[: 


सच €जएथा0डक0 0फ्धापरोंब (0# फं-ितटात्स ० (४४० 7 297९5 798ए०ेांणड ठ॒>९००१ 
एणेएग्रठाक्रो5.,. 0809 ७. ५. जता, 42९0व700फढा छा १॥६७]6९७७४0$, (>प्राएटए॥ ए ]०54॥१- 
]000', ९७७50 8॥7. 


[0 ४8 9श्ु?ढए खा एऋएथाए४0ा 0779 7५0५0 8 ए०ाढाकशटत स-च्यिदता0णा ० (ए० 
०.र्भा)]069 094५ फल), ठएवीप्शटव जला हप्फदाको20०४ 2 768पॉँ६ तप 00 890०74 407 [३००० 
एणेफ्प्रण्फ्ांबोड,.. 2५ लि ्राकदापगरा ड़ 24702! 09565 रकए8 9867 77670707९८व 47970ए08 
/0)0०।॥४ पि20(0708. द 


प्रस्तुत टिप्पणी का उद्देश्य सक्सेना के फल [3, 9. 64-63 (6)| का विस्तार करना है जो स्वयं 
एडेल्यी के सूत्र [!, 9 283 (7)] का सार्वीकरण है । 


40 


(-- 7)” (6)% 


; /ी 4 ५ € 5 220) 7 [* |। 
हा ( शक मर ४४) 72०-0 (९ ४ २) १) रत (7 | ] | ( ) 


2 9 तू ( “जा 2) ट न // 9 १); 5) 2 ( ्र न्‍् ॥; ्‌ “| हई/ [5 है। # () ! 


जहाँ / ऋण विपम पूर्णांक नहीं है । (:) में आया हुया गाँस फल /” जैकोबी बहुपदी है । 


68 जी० सी० मोदी 
[!, (0 79 (4) |, से हमें 


पाए 0-0 _ [० क, कह -ब्णेन। 4०७ ७।२) -0.. 0! 
(6-7० कक ह 


प्राप्त होता है । 
दो चरों वाले सार्वीक्ृत ४-फलन को सक्सेना [4, 0. 05 (2:)] का अनुगमन करते हुमे प्विगुण 
मेलिन-बार्नीज प्रकार के समाकल के रूप में निम्न प्रकार से श्रंकित किया जा सकता है । 


च्छ 


(५ 0) 
/(, ४३, १2, ?7, 77३ 20 थीं, ०); (०, १) ५ 
७4 | त 8, [4:५८], #, [3:£] | । ('3) 
(5 ९) 





(8, /0; (५, 8) 
|| ;०० [०० का का । | | 
के (८977) 4 | !०० | की हक (४) ही (४) है ही (४ ' | ' अं हे (५ ८ ॥॥ 


*। 


जहाँ रिक्त गुणनफल इकाई मान लिया जाता है । 


ध7 260 ॥ 89) // 7 (४४) 

75) नल गन | $ 
४4 2([-०|-/४) // 7(6। | 6;४) 
१८/0४ हि। ह॥ 


(74 | 804 7(--० 3॥/) 





09) सम डर 
ध/ आ(--4-»४) // /(०- 9] 
/(/ 27 ॥ 
तथा 
( 
77 7९७५-४१) 
(५ (४) >> 2॥॥॥७/॥ए७एएएणाशशशआ/ ०४१ | 


व 4(--2 शो // 77 (//--०९)) 
निम्नांकित सरलीकृत संकल्पनाथें भी की जाती हैं : 


संकेत (6, ०) से (69 ०)» (4५, ०७), ७ (4 ०५) प्राचलों का क्रम सूचित होता है 


जेकोवी बहुपदियों वाले दो चरों के 27-फलन का प्रधषार सूत्र 09 


(7) 6 #7, शफ़ शक 4, 2, 6, 2, # तथा /? अ्न॒ रा पूर्णाक हैं । 
(70) समाकलल्‍्य के सभी पोल सरल हैं । 


(०) समस्त 6, 0, ८ 4, ० ०, 8, %, 3, 6, # तथा /व।स्तविक हैं और समस्त ८, 8', »“, 8", 6 तथा 6 
धनात्मक हैं । 


(५४) समाकल (-3) श्रभिसारी होता है यदि 


पृ ॥2 ४] प 4 
पडट 6+2 4 ४ 8-2 नु€0, 
र 7.  ध . 


न 
8 0; पा 0] स आ का १)४<:0 





| वाल 
| 28 ४ |<< “3; | १9 | 
|/] |] है ॥ (2 
जहाँ 22. 0) कानन डी का 0/-- 2 8/--० 9,>0 
दे ॥। श्र )॥+ ॥. । ४ क। ४ ॥। ४ (१ । | ४ 


2! रथ) 
तथा. है ड्विथ भू «* अक्े आना »ेे अकओ 0-< 0-०४ १३१०० 
( 


७ | 


दो चरों वाले “/-फलन के विस्तुत विवेचन के लिये मुनोट तथा कलल्‍ला£? तथा सक्सेना! का 
कार्य देखें । 
फलत्र [. 9. 232 (9 (० 3)] तथा (-3) के निष्कर्त विम्त प्रकार हैं: 


की 2228 मम 4 (9) के 
थी (०; 0 3; १ # 9) ह« फर्क) 7छ0 (-4) 


(०५, () 
पट 5, “£ | ([[- 0, 6); ((--/8, | 
2५४4] [॥ ; 3]), 3, [॥ :7] ) 
2 (१ ) 


(0, ); (0, ) 


है ४ 


7) 7५५०) हु 
है (6५ ), ध १४, 5» ४ 9) पा! ) है (8) "(80 ( ) 


70 जी० सी० मोदी 


(०, ।) | 
च्र्या हे ह; के 0, [8 ; 2॥ १ अप कट जा ड 
| 
तब शक कप 

| ४ [+|2 |[<. 


(१) (0 
[0५ 0. ॥ | ट १) ४ )) 0००! (४) / (६ (१) / (४ ( ह ()) 





लटक के (| हे | )) ( | |), । ) + ( [ ”) अ [ है ृ [ मो | ) 
;््यं हब आग की | ; 
| )' 4) 
(0, )8/75 4) 


| |, |» |: 
बा 20000] 
& किक 5 00 70५) 


(४५ [), (8 |) ! 
०, 0, 0, ॥, ६ | कं 
मु (;, ही की जी 0 8 9] | ! 
)! 
2 है ९ के ) |; 
((), | ] | ॥ | रा | (9 (3 | डे | | की $ | ) । 
|# [४ | | 
2. संगमी हाइपरु|्यामिताय फलन बाला रागाकल 
कि] | है ५ १ ५ 
नी 000 "पा को] / ४ हर 7 ४008 
॥ पी हे । (६ १६ ० ( ७)॥/ हि रत पके 
| (/, ?) ! 
(५ ॥4], ॥५9 ॥7]॥3, शा; (| /५ ), (6, |); [)॥ /# ): [6५ )' | 
“0, [49;0॥ 7, [8॥:? हि | * 
| । ( (४) । 


जहां ॥08 (६:०0; है।। है। "0; ५, (0, ९४ ु !ःि 


2) ), (0५ #॥; (४, /) 


| हि ) ' »[) 


द ! ५ 


क्योंकि ४5७१, ..., ?7; | शाह ० | < है 


| थाह ० | << 


(:2) समाकल का उपयोग करते हुये सक्सेना! की ही भाँति उपयेक्त समाकल की स्थापना की 
जा सकती है । 






3. प्रसार सूत्र 
(४, 0) 
क 
(०) ५2 सात फ रक हाय हा है | (०४७ )3 (०, ०) (१-४ 7)3 (० 9) 
हि कि [48 : ८, २, 8: 2) | (3-) 
2? । (/, ५) क 
| 
। (0, 8); (८, 0) 
०» (६-५ 2/) /(6--/) 
200 4 कल 5५ ४ ८2/0* 
/५५0) ((+ । ) 2 ( #, &€7[73 ९; ९) | 
(०, 0) 
6, ४]77, ॥95 १/5» 772 ० | ((-//--१, 7) (५, ०), (४-+१-/४+, ); (०, | 
2९44४, [4५2 0], ४, [8 5: 2] ) 
6 (/, ९) 


(0, /) ि (4, ०0) 
जहाँ (८ (५ | | ) >> 0, ४84, ««.३ 3 २ै। ७0» 0: ' 


॥ गै 


0; | शाह ० | <-छ3 | शाह ० [< 5 


(0 (£)>:0 तथा £ ऋणा विषम पूरणाक नहीं है । 


(3-]) की स्थापना (2-) तथा (-) की सहायता से तथा सबसेना द्वारा प्रयुक्त विधि के 
सम्प्रयोग से की जा सकती है । 


4... विशिष्ट दशायें 
() (3-]) के प्राच्नलों के विशिष्टीकरण के द्वारा तथा (:4), (:5), (!:6) श्लौर (!.7) का 
उपयोग करने पर निम्नांकित परिणाम प्राप्त होते हैं : 
4 (१) 


हि न 2([)._.. ०९७ (£--2/)/"४+-7) 
| ( (68 20५ “4ए४/73 : (६? -/)57 छा उफ ४ (-०) /०. ४ (”न-१) ! 
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५ 27 (57; 27 73-7 5) स्राव [2 ; 7], 7; [2 : 7] 
ि 





जहाँ. 706४ (४) >0, 7७ (()>0, & ऋण विषम पूर्णाक नहीं है, 


! प ] तथा |/ [<. 


(३) ए 
नहा श्र (५ 2 ८१) 8५, द्ः तट -/) 


2(4५) (०५) 9 2(8+7) (8+57) 


(]--#--7५ ), (8 


(6.७ !) 
- 7“ + ), ।); (४;, )) 
(७ 7) 
0 3 8 नह 6 । हक (0 


[0 080) 


बन मर 8, ( % 6-5 कई) 
0 आओ), जज । 
(0 ।) 
3, 3, 3, 2, । ० | (- /- 7, ), ((- 7“ ५ ); (०७ ) 
2474, [2 ; 7] 0, [83 : 2] 
9 


(0,.7); (२० ५ 3) (0) ((॥ )$ (४, ।) । 


जहाँ. 7४ (४) >0, /७४ (()>0, & ऋण विषम पूर्णांक नहीं है 
तथा' | ! | | / |<. 


(१) ) ; 0 ५ 
८2 (/, 6., <““ ८.३9 2 ८ _; 2 से ४5 (? बम ”| 


2 हा 4 (65 7 
(0) (]--4)/ (- 2) (]- ०) #७.. ईए। 


[) 


0, 2, 2. 9, 7 | (],-०/१--7, 4), (4), |), (& ! 


2( 470, [3 : 2], 2: [8 : 7] 





। । 
ह ( <+ तथा | 0 |*<] 








(./0 )) 


(00 8 00 705 5 3 2030) 
जहाँ. 2७४ (४) >0, 2४४ (()>0, & ऋण विपम पूर्णाक नहीं है 
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/, 2 | 7५ १; ८) 


जग जद 


(43) 


04820) 
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4 हर 


कै पलक थ।४ पु १४१३३ # 


7(]-4,) 7] --0,) « (--2/) 7(6--४ 
3 राषोगाको  बतटाओ शी विरडकाप कह) 


ह* बताकर 


(८॥५ 7) (०2५५ 7) 


2, 7, 0, 2, 7 ० (4--/-?) 7), (€१-/-+7, ); -- 
>( 79, [३ : 0], 0, [4 : 2] » 
। 


(५ )> (7- /?, )॥ (6५५ 405 ( बा 2८ | न (0, हि (६, | । 





५०3 >न्न्‍्य 


०१! 
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() जेब /४-/८-४/-0 तो (3-) [4, 9. 87 (2-3)] के बल पर सवसेना के फल [3, 9. 64] 
में गमानीत हो जाता है । 


४ न गा 
जहाँ. ४ (४)-०0 7४ (5)>0, +| 2 [<<] तथा ऋण विषम पूर्णाक नहीं है । 








( [ | ) जब प्रा 934 | 06० (), !॥१| नल । ०० () के /५5-०5५ ( ह>*-। 74 प्् 0, तो 7-फन ने माइजर के ०>>फलन भें और 
तत्समक [], 9. 207] के बल पर (3-]) एडेल्यी के सूत्र [[, 9. 283 (7)] में समानीत हो जाता है । 


कतत्ञता-ज्ञापन 


लेखक डा० आर० के० सक्सेना का भ्रत्यन्त श्राभारी है जिन्होंने इस पत्र के लेखन में मार्ग दर्शन 
किया । 
निदंश 
[. एडल्यी, 7०, इत्यादि, जाह्ञाढा १फथाउएटफतेएगाबओ पितट।ंठा, भाग , मेकप्राहिल, न्यूयाके, 953 
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भ) 


07-68. 
0. शकसेना, श्रार० के०, (क्ञाए, ४८. फटा), २००, 50, 97, 2] (80), 63-66 
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जोशी प्रभाव पर ताप की क्रिया तथा व्यत्कमण-विभव 


जगदीश प्रप्ताद 
रसायन विभाग, मेरठ कॉलेज, मेरठ 


[ प्राप्त--नवम्बर ]], 974 ] 


सारांश 


हैलीजेनों में जोशी प्रभाव, -- ४ पर ताप (20-.-60९८) की क्रिया का अ्रध्ययल किया गया 
है । ताप की उत्तरोत्तर बद्धि से ५. (४४ पहले बढ़ा, फिर घटा और अंत में पुनः बढ़ा । इसका संबंध, बढ़े 
हुए ताप के कारण, वान्डर बाल्स परत के विशोषणा, स्थिर 7” पर, परत की तिर्मिति तथा इसके विशोषण 
गे स्थापित किया गया है । ताप की उत्तरोत्तर वृद्धि से, -- (७४ क्रमश: घटकर इसका -|. (3: में व्युत्क्रमण 
हो गया। ४रशाका संबंध ताप बद्धि के कारण ऋण आयनों की अधिक अनासत्ति तथा -- ४४ की सह- 
उपस्थिति के साथ स्वापित किया गया है । 7”. 3/,,0. तथा व्युत्क्रमण विभव दोनों ही ताप के साथ, 
| /.४ की भाँति, परिवर्तित होते हैं। इसकी व्याख्या :|./७४ की सह-उपस्थिति के श्राघार पर 
की गई है । 


0.95(7279.0(: 


॥्तीफरलतरटल 6 ९एछएएफटफक्रॉफफएर 0 एल बुछल्फाी सॉील्टा खाते इंपएरतडा 00 छ०(९ए९३०) 
9. वी थी िषफादित, (0५ 0080॥00, (९९७7४ (0[[080, ४८९४, 


[७660 0। छलांग (20 --6060) 690 एाए 89 लॉीहिट -- 0७४ ४ ॥9808008 (95 
(06 #प्तीहत,.. | 0७४ गलाद्तर्त फिड़ा, ताला वैएटएकछटते बात जिला 7070280वं 88 (96 (९7- 
लता छदक 070080वें हक्तेा्ए,. वक कछ 00०0 आज प्रात (0 [727288८0 तदंएड0790070 
0 छा (0 ४ विज, छिपा 0907 छा 8 दए8079070, 8६ 6078 877 7, तप (० 
गलती (लाएएापर,. 0४ वल्टारकडरएं हुवा बात सगएद्ाएत ६0. + ८ / जाती सए- 
900... ॥758 एक टला ातंपरते 46 पीठ हणट्याए' वेदबरदाताशा। 0 76876 7078 शा 
[दा[0"द्याग'ठ बाद, तप ॥0 द0-06९५टआर० ता 5 (0४ 300 7..3| ॥:5 शा, एटड00 [900/07958 
9७ ब्री0७0)) ७ एयापपतता, ७ (लाएफलादव १86 हंगोए ॥0 पीछा ता -|5 8१. प्‌ए३3 85 
ला तह काार्तें 09 0 /ब४ाफ 04 00-06एप्राए९0९९ 0 :]. /५7, 
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--/५४ के आंकिक परिमाण की, किरणन तथा विद्युतीय उत्तेजन की प्रकृति सहृश है प्रियात, री 
अवस्थाओ्रं पर विशिष्ट निर्भरता पर, तथा इसी प्रकार के तुलनात्मक दृष्टि से समान प्राचलों, यथा गैंग 
दाब तथा ताप पर भी निर्भरता पर, इस अन्वेषण क्षेत्र के प्रारंभ से ही जोशी» 2 ने बल दिया हे । 
अतः इसमें रुचि उत्पन्न हुई कि हैलोजनों में -- ४ पर ताप के प्रभाव का विस्तृत तुलवा«मक मध्य 
उत्तेजन तथा संसूचत की यथासंभव समान दशाओं के भ्रन्तर्गत किया जाये। एन प्रन्वेषणों के महत्वपूर्ण 
परिणाम ये रहे हैं कि इनसे घनात्मक जोशी प्रभाव की उत्पत्ति पर ताप वृद्धि का अनुकूल प्रभाव तथा 
व्यूत्क्मण-विभव का ताप के साथ परिवतंन की विद्यमानता प्रदर्शित होती है जिस पर कोई प्रकाशित 


आंकड़े उपलब्ध नहीं हैं । 
प्रयोगात्मक 


पूर्व प्रकाशित लेखों 4 में प्रयुक्त विधि का ही अनुसरण प्रस्तुत प्रयोग में किया गया । टांपलर 
निर्वात के अन्तर्गत ओजोनित्र के वलयाकार स्थान में शोधित शुष्क बलोरीन गैरा/ओोगीन/आयोडी + धाप्प 
को प्रयोगशालीय ताप (20८) तथा दाब (746 भिमी. 78) पर प्रविष्ट किया गया । 


परिणाम तथा विवेचना 


ताप के साथ ४७% का परिवततंन 

जोशी * १ ने विसर्जन श्रभिक्रियात्रों के लिए सामान्यतः तथा विशेषतः 0 आयसन के लिए ॥/,, 
के मौलिक महत्व पर बल दिया है। उनके अनुसार/% ५ यदि गैस का द्रव्यभान स्थिर रहता है ती, ताप 
में वृद्धि से 7,, घट जाना चाहिए । प्रस्तुत भ्रध्ययन से पता लगा है कि 20 -00" से ताप-परास मे ॥7,, 
बढ़ता है, तत्पश्चात्‌ 00 --60" से ताप-परास में घटता है । 


50 चक्र प्रति सेकंड सदृश कम आवत्ति की ए० सी० के निग्मकोटि गे अनुप्रयक्त विधवतीय दोनों 
का ताप बढ़ाने से, रासायनिक शोषित परत की निर्मिति के साथ-साथ वास्डर बाल्यस परत का विनोषण 
होता है । क्‍योंकि निम्नकोटि के विद्युतीय क्षेत्र का प्रभाव अधिशोपण के लिए प्रमुकल अधिक मे अधिक 
क्रियाशील बिन्दुओं या क्षेत्रों का सृजव तथा ताप का प्रभाव उनकी अधिशोपकतग। को विगफ करता ४] 
है, जब रासायनिक शोषित सतह पर एक साम्यावस्था निर्माण हो जाती है, तो रागायनिक शो 0 को! 
एक सीमा आा जाती है। अतः यह सीमा, प्रनुप्रयुक्त विभव के परिमाण श्रोर आ्रावत्ति तथा माषा॥ पर 
निर्भर है। इस चरम सीमा के परे, आवृत्ति या अनुप्रयुक्त विमव या ताप में और अधिक बा के मे, रण, 
विशोषण होने लगता है । प्रस्तुत परिणामों से प्रकट होता है कि 20-00० सा ताप-परास में , 3लाजनों 
के विद्युत ऋणात्मक तत्वों या आयनों के अधिशोषण का प्राधान्य रहता है जिसके कारण 75३ प्रारद्िक 
बृद्धि का प्रेक्षण हुआ है । 


३१), 


/00-760” से० परास में ताप की वृद्धि के साथ 92,, में छास, जोकि इलवहीड सतह पर 


समभवतः विक्वृतिकारी प्रभाव स्थिर करता है, प्रतिषादित करता है. कि इसका नियंत्रण सतह की प्रकृति की 


च् 


भ्रवस्थाओं के द्वारा होता है । इसकी संपुष्टि इस तथ्य से होती है कि 2,, पर बिराजत शअ्रस्वपो पी प्रत।' 
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में परिवर्तित होता है | स्वपोषी विसर्जन के लिए, इसकी स्थापना हो चुकी है कि, द्वितीयक उत्सजन- 
मुख्यतः कंथोड से धन आयनों (गामा-प्रक्रम) तथा फ़ोटॉत (३०४ क्रियाविधि) की बसवारी के द्वारा 
महत्वपर्ण होता है । इन प्रक्रमद्रय तथा इनके द्वारा कैधोड से इलेक्ट्रॉनों के उत्सर्जन का नियंत्रण केथोड 
के कार्य-फलन $ से होता है। इससे गामा तथा १०६ प्रक्रमों को अपेक्षाकृत पयप्ति निम्नकोटि के 
अनुप्रयुक्त क्षेत्र में होने के लिए सहायता मिल जाती है। यह इस तके का सुराव देता है कि हैलोजन 
सदश बविद्यरः ऋगणात्मक गैस के अधिशोषित परतो के विलोपन के द्वारा वद्धिगत ताप वी«)ड के कार्य- 
फलन को घटा देता है /?। 


ताप के साथ * का परिवतंन 


प्रेक्षित विसर्जन घारा, ४ का ताप के साथ कंथोड उपयुक्त निगमन को प्रमाणित करता है। 
स्त्रपोषी विसर्जन में तःत्क्षणिक धारा, एक चक्र में उत्पन्न अस्थायी कथोड से म्‌क्त द्वितीयक इलेक्ट्रॉनों के 
द्वारा ऐवेलांशों की संख्या पर निर्भर होती है। इस अस्थायी कथोड का ५, इलेकट्रॉनों की मुक्ति को 
नियंत्रित करता है । ४ जितना ही कम होगा, उत्सजंन उतना ही अधिक होगा। अतः उच्च ताप 
(00 ...00"0) पर £ की वृद्धि, अधिशोपषित गैसों के निष्कासन के कारण ९ में हुए ह्ास पर श्रारोपित 
की जा सकती है । अस्तु, श्रधिशोषित गैसों का निष्कासन, इलेक्ट्रॉन मुक्ति को सहज करने के लिए, £ को 
घटा देता है, जो, जैसा कि बस्तुत: प्रेक्षण प्राप्त हुआ है, उच्च ताप पर धारा के मान को बढ़ा देता है । 


ताप के साथ -| /५/ का परिवतं न 


./५४ पर उच्च ताप का प्रेक्षित अ्नुकल प्रभाव, जोशी प्रभाव के रूपांतरित सिद्धांताए] में बणित 
प्रवम अशिंगरी | का परिणाम है तथा प्रकाश-विद्यत्‌-उत्सर्जन के ज्ञात प्रभावों के यह श्रनुरूप हैं। वृद्धिगत 
ताप, जैसा कि ऊपर सिद्ध किया गया है, सीमांत परत के ७ को घटा देता है, जिससे कि प्रकाशिक इलेपट्रॉनो 
भी संख्या बढ़ जाती है । यह निर्बंध प्रकाशिक-एलेक्ट्रॉनों की संख्या में वृद्धि करता है; फलत: उच्च ताप 
पर | /7 बढ़ जाता है। जोशी के सिद्धांत अनुसार, $ का मान जितना कम होता जाता है, उतना ही 
सीगांत पर से उलेमटॉगों ॥ प्रयाशिक उत्सर्जन, अतः -- (७४, का माच बढ़ता जाता है । ताप की वृद्धि 
से, तथापि ५ पर्याप्त घट गया है । यदि जोशी की दृष्टि, कि विसर्जन के श्रन्तर्गत निर्मित सीभांत 
परत का कार्य-फलन का होता है, को स्वीकार करनें, तो ताप की वृद्धि की -- ४ पर निरोधी प्रभाव की 
ब्याग्या की जा राकती है । सींमांत परत से विमोचित प्रकाशिक इलेक्ट्रॉनों के बंधन के कारण ऋणात्मक 
प्रभाव होता है। बढ़े हुए ताप के द्वारा इलेक्ट्रोड से अविशोषित फ़िल्म का निराकरण परत के काये- 
फलन में बुद्धि करता है, भरत: -- /४ का निरोध करता है । 


हुस पर ध्यान देना होगा कि विविध दृश्य स्पेक्ट्रमी खंडों में अन्वेषित॥, 7! प्रकाश का प्रभाव 
तनिम्भां कल अ एवं आ दो र्गक्षणिया परिवर्तन उत्पन्न करता है, ये दोनों परिवतेन तात्याणिक तथा 
प्रकाश-7त्कगणीस होते हैं; (अ) सत्य भ्रावृज्ति के स्पंदनों में से बुछ के श्रायाम में छास, तथा (श्रा) 
उनकी माल संख्या में बृद्धि। (अ) के विषय में श्रोर श्रधिक सूचना प्राप्त करते के लिए, लिये गये 
ग्रॉसिलोग्रामों के परीक्षण से प्रकट होता है कि फिस्णन पर श्रायाम का पराभव स्पष्टत: क्रम से एक के 
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बाद दूसरे उच्च आवृत्ति के स्पंदनों के साथ संबद्ध है, जोकि -- /५४ की उपास्थिति का मूचक है । अथवा, 
(आर) की सह-उपस्थिति के कारण -/5४ का अ्रांकिक दृष्टि से परामव होगा, जिसको स्वंध | ४ 
उत्पन्त करना चाहिए । अतः किन्‍्हीं प्रदत्त अवस्थग्रों के भ्रन्तर्गत प्रकाश का नेट प्रभाव (श्र) तेथा (भ्रा) 
के परिणामी पर निर्भर होगा, जिस मात्र का प्रदर्शन घारा संसूचक द्वारा होता है । अतएवं, हामोड को 
प्रयुक्त करते हुए, हैलोजेनों में प्रस्तुत अन्वेषणों में प्रेक्षित प्रभाव, ताप के साथ -| /४ तथा - /४४ दोनों 


के परिवर्तनों का नेट परिणाम मात्र है और इसको अकेले -/७४४ या - /५ से संबंधित सहीं किया 
जा सकता है । 


अनेक प्रकाश-रासायनिक अभिक्रियाश्ं के ताप-गुणांकों पर दुष्टिपात/ 7४ करने से ज्ञात होता 
है कि ये प्रक्रियाएं ताप के लगभग अनाश्रित हैं तथा इनके मान एकांक के भ्रत्यंत समीप हैं । हैलोजेनों के 
लिए प्रस्तुत अन्वेषणों में प्रे क्षत --- /५४ का ताप पर विशिष्ट झ्राश्नय तथा ताप-गुणांकों की एक बिल्कुल 
भिन्न कोटि (यद्यपि साम्य-स्थिरांकों से उनका मूल्यांकन नहीं किया गया है, दो भिन्न तापों पर :|./५४ के 
प्रनुपातत का परिमाण बढ़ते हुए -- (५४ के लिए उच्च तथा घटते हुए --/५४ के लिए न्यूत है) प्रकट करते 
हैं कि प्रस्तुत प्रकाश-प्रमाव-घटना प्रऊाश-रासायनिक ग्रभिक्रियाओ्ों के विपरीत, ,| ,5४ उत्तेजित गेंस के 
द्वारा वरणात्मक प्रक श अ्वशोषण से प्रतिबंधित नहीं है, के अनुरूप है । 


जैसा कि पतली फ़िल्मों के संबंध में होता है, ताप बढ़ने का प्रभाव अभ्रधिशोपित परत की 
मोटाई घटाने में होता है। कम ” पर, ताप को बढ़ाने से, वान्डर वाल्स परत का शोषण होता है तथा 
साथ-साथ रासायनिक शोषित परत का निर्माण होता है। इसके परिणामस्वरूप पष्ठीय' ४ पहले घटता 
है, तत्पश्चतत्‌ एक क्रांतिक सीमा तक ताप के साथ बढ़ता है । इसके फलस्वरूप | »५४, ताप के साथ, 
पहले बढ़ेगा, तत्पश्चात्‌ घटठेगा और फिर पुनः बढ़ेगा। सक्रियित अधिशोषण या कास की सतह के 
सोडियम परमाणुओं के साथ रासायनिक पारस्परिक क्रिया से पृष्ठीय योौगिकों को बनाने के फलस्वरूप 
पृष्ठीय कार्य-फलन में वृद्धि के कारण, श्रति उच्च ताप पर -| / में पुनः हास होता है। यहां पर यह 
उल्लेख अप्रासांगिक न होगा कि रिडील पारस्परिक क्रिया अथवा लांगम्युशर-हिशेलबूट क्रियाविती ४ में 
परिवर्तनों के करने में श्रसमर्थ है, क्योंकि वे काल-प्रक्रियाएं हैं तथा वर्तमान श्रन्वेषणों में झनका कोई 
महत्व नहीं है । उरोक्त विवेचन से --/५४ - ताप कढ़ों में प्राप्त द्वि-उब्चिष्ठ का कारण स्प्ड है । सनह 
पर होने वाली उपयुक्त प्रक्रियाश्रों में, अत: # में, लब परिवर्तेनों के कारण, | /४ के प्रेक्षित परिवर्तन 
के लिए ताप परास में तनिक परिवतंन संभाव्य है । 


समान प्रकार से विचार करने पर पता लगेगा कि 7>7,, पर -- // भी उपयेक्त प्रकार से 
परिवर्तित होना चाहिए, कित्तु बढ़े हुए ताप से प्रभावित ऋण आयनों की निर्मिति की प्रायिकता का भी 
विचार करना है। स्थिर 7 पर ताप के बढ़ते के साथ ऋण आयनों की अनासक्ति की प्राधिकता बढ जानी 
है, ” 7 इसका परिणाम ताप के साथ -.. /५४ में क्रमिक ह्ास में होता है। इस पअ्रंतिम तर के द्वारा 
तथा -+:/४ की सह-उपस्थिति के कारण भी, स्थिर 7 पर, जैसा कि प्रस्तुत श्रन्ब्रेषणों में श्रालेग्नित हश्ना 
है, उच्च तापों पर -- /५४ क्रमशः घटकर इसका -- / में प्रतीपन हो जायेगा । द 
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विभिन्‍न तापों पर 7 के साथ -।- /५४ के परिवर्तन पर विचार करने के द्वारा, 7; तथा ग्रधिकतम 
+/४ के लिए विभव, 7.5, ,.... के ताप के साथ परिवत॑न' की व्याख्या की जा सकती है । -- /४ 
वान्‍्डर बात्स परत के विशोषण के कारण होता है; यह ?#% पर अधिकतम होता है जहाँ पर कि 
रासायनिक शोषण भ्ारंग होता है | श्रत: 75; ,,... को 7% के समान सिद्ध किया जा सकता है जिसपर 
कि वान्डर वाल्स परत का विशोषण अधिकतम होता है और रासायनिक शोषित परत की निर्भिति 
न्यूनतम' होती है । श्रतएवं, ताप के बढ़ाने से वान्डर वाल्स परत का विशोषण बढ़ता जायेगा तथा वरधित 
“| /५४ की शोर श्रग्नसर होता जायेगा । रासायनिकशोषण हृसित -)-/५४ की ओर श्रग्रसर होता जायेगा। 
जब ये दोनों प्रक्रियाएं साथ-साथ चल रही हों तो, 7-..7,,, पर रासायनिक शोषण के लिए अपेक्षाकृत 
भ्रप्रिक भ्रनुकूल होने के कारण अधिकतम -- /४ के लिए विभव-परास में बृद्धि की ओर अग्रसर होता है 
श्र इसलिए जैसे ताप बढ़ेग। 7,5,,.... भी दढ़ जायेगा । जब ताप में बद्धि भ्रपेक्षाकृत श्रश्चिक होती है, 
तो रासायनिक शोषित परत का विशोषण होने से, ?+5 ,,.... ह्वास की श्रोर अग्रसर होत। है। उच्च ताप 
पर सक्रियित श्रधिशोषण के करण, 7.5; ,,,.. बढ़ जायेगा । भ्रतः जैज कि प्रस्तुत अन्वेषरणों में प्रेक्षण 
हुआ है, /.8,,.,.« पहले बढ़ेगा, फिर घटेगा भ्रौर अंत में पुनः बढ़ेगा; इसकी संपुष्टि -।- 0४ ताप बक़ों 
में प्राप्त द्वि-उच्चिष्ठ से होती है। 7,.७/,,... के ताप के साथ परिवर्तन के समान ही 77; का परिवतेन होगा, 
क्योंकि 7; पर |-/४-०-- /४, तथा :|: /४ की सह-उपस्थिति के क/रण भी, प्रतिबंध द्वारा नियंत्रण 
होता है । 


एस से स्पष्ट है कि बाह्य किरणन के प्रति श्रधिशोषित प्रावस्था का श्राचरण, ताप अनुप्रयुक्त 

विभव' दोनों के परिमाण के द्वारा नियंत्रित होता है; और जैसा कि जोशी के सिद्धांत पर लेखक के 

रूपांतरित भ्रभिगृहीतों।' के भ्रच्तगंत विचार किया गया है, श्रधिशोषित पृष्ठ की प्रकृति पृष्ठ को प्रदत्त 
तापीय तथा बंद्यूत्‌ दोनों प्रकार की ऊर्जाओं पर निर्मर होगी । 
कतज्ञता-ज्ञापन 
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कुछ क्षारोय मृदा ऑक्साइडों की जालक ऊर्जा 


जे० डो० पाण्डेय तथा “कु० उमा रानी पन्‍न्त 
रसायन विज्ञान विभाग, प्रयाग विश्वविद्यालय, इलाहाबाद 
तथा 
“राजकीय स्नातकोत्तर महाविद्यालय पिथौरागढ़, कुमायूँ विश्वविद्यालय 


[ प्राप्त-सितम्बर ], 974 ] 


सारांश 


पाँच क्षारीय म॒दा धातुओ्रों के श्रॉक्साइडों [300, 0००0, 870, 8५0 तथा १४४०] की जालक 
ऊर्जा नये प्रकार की अन्योन्यक्रिया विभव द्वारा परिकलित की गई है। प्रस्तुत प्रणाली संपीड्यता 
अ्रॉकड़ों पर निर्भर नहीं करती है। परिकलित मानों की तुलना हरगस तथा सकामोटो के सैंद्धान्तिक 
मानों से की गई है | सम्मवतः इन ऑकक्‍्साइडों के प्रायोगिक मान साहित्य में उपलब्ध नहीं हैं । 
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(87९ 266९7 ८2 टप्रोब८त 99 प्रशंशहु & 76९० (५०० ० परार्ए४८707 907दाएवो,. ८ छझणटएइटपां, 
7760700 ए0ंत5$ (९ प्५5९७ 07 ८0ण]9765॥ 079 0406९... मठ टवटफॉइ(6ते एड्योपट8 काट 20702%7८वें 
जप पाठ पएार0ःलंटब! एथ[ए९३ ० निपह78 गत 544077000... +डएटागटााव! ए2]प९४३ 07 (252 
०56९४ 8०९ 70: 97079470]9 ३एथ40]९ 0 ]0९7६( ५7८, 


ऐसा प्रतीत होता है कि 86, 09, 87, 8» तथा ५४ के ऑक्साइडों की जालक ऊर्जा के प्रायो- 

गिक मान साहित्य में अप्राप्य हैं। सैद्धान्तिक मानों की गणना मेयर तथा मालबी 7, हगिस तथा सकामोटो(), 
सक्सेना आदि गोहल तथा त्रिवेदी/7 और अन्‍य व्यक्तियों दवा की गई । उन्होंने प्रायोगिक आँकड़ों के 
0९% पर विभिन्न अन्योन्यक्रिया की .परिकल्पनाग्रों के द्वारा गणना की, जिन्हें प्रतिलोमी घातु धातांकी 
तथा गॉसियन विभव कहते हैं । गोहल तथा त्रिवेदी?? ने लेनार्ड जान्स विभव ऊर्जा के फलन को कूलामपद 
के साथ लेकर जालक ऊर्जा ज्ञात की | इन क्रिस्टलों के 0% पर प्रायोगिक संपीडयता श्रॉकड़े, जालक 
ऊर्जा की गणता को अनिश्चित सा प्रदर्शित करते हैं। प्रस्तुत टिप्पणी में हमने उपान्तरित गॉसियन*) विभव 

80० १: ५. हक कई का के ह पं 


82 जे० डी० पाण्डेय तथा कु० उमा रानी पन्त 


को मानकर तथा कच्छुवा तथा सक्सेना के आणवीय स्थिरांक की सहायता से जालक ऊर्जा की गणना 
की है । संपीड्यता आँकड़ों का प्रयोग नहीं किया गया है । 

उपान्तरित गाँसियन विभव के अनुसार दो आयनों के मध्य अन्योन्यक्रिया विभव ॥४7) ऐसे प्रकार 
प्रस्तुत किया गया है । 


222 
६, सन जज “ ..? >»7०0. (--#7४/2) ७ ७ # 





/ तथा # स्थिरंक हैं तथा अन्य संकेतों का अपना साधारण महत्व है। समीकरण ()) से जाते 
होता है कि विपरीत आ्रावेश वाले विभिन्न आयनों ३ द्वारा आयन की अन्योन्य क्रिया ऊर्जा इस प्रकार 
प्रस्तुत की जा सकती है-- 





097) 5- -- » (--४४/9) ३: हल: पक) 





7). ५ ग्रवस्था में 
जहाँ # स्थिरांक है तथा # निकटतम आयनों के बीच की दूरी है । यदि #5ह५ ती  , 0 अवस्था 


स्थिरांक / इस प्रकार ज्ञात किया जा सकता है-- 


2 0०८८2 (! 
#-+ बु छह %ए. (70१) ८.५६ | जग) 


द्वितीय स्थिरांक # समीकरण (]) द्वारा ज्ञात किया जा सकता है जब्नकि #>5५ होते पैर उपयुनत 
अवस्था 





9 ४(7) 72४(४) ; 
न नल थी जा ने 8 8, 
८ तथा #& क्रमशः बल स्थिरांक तथा श्रायनों के बीच की दूरो हैं। इन अवस्थाप्रों में 


93, 2/, #॥5।|६ 


3: नस्ल पा न श्द्थ” | भर ए (॥) 


प्राप्त होता है। 


संसंजक ऊर्जा प्रति अणु, £, $() से निम्न समीकरण के अ्रनुसार सम्बन्धित है : 
८४<+- [३ (5) + ९७0] 
/0 निकेटतम झ्रायनों के बीच की द्री है तथा $ शन्य श्रंक ऊर्जा है। 
समीकरण (5) संयुक्त समीकरणों (2),(3) तथा (4) पाँच क्षारीय म॒दा धातु प्रॉक्साइडों के / 


' मान की गणना के लिये प्रयोग में लाये गये हैं । ग्रावश्यकीय श्रॉकड़े तथा परिगणित मान सारणी ! 
में दिये गये हैं । तुलना हेतु केवल हगिस तथा सकामोटों के सैद्धान्तिक मान दिये गये हैं । 
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सारणी 7 
जे कल हनन 0४४ ७४0७ ४४99५ ग् हि ह छल प्र कलोरी ्र 
0-8 सेमी ० 05 डाइन/सिमी० 0-8 सेमी० & कलोरी/ग्रणु & कलोरी (हरगिस तथा 
निदेश 2 निर्देश 8 निर्देश 2. निर्देश 3 /अणू_ सकामोटो)* 
५९९) *33] 7*4597 -63549 5-0 20/ 082 
४2० -749 3-4602 2-]06 4-0 94] 938 
57९ -927 358 /93 2-580 20 8035 79५2 
390) -940 3*760] 25770 2-0 767 746 
(८४० [2-90. 2:840 2:405 3-0 667-2 84] 
निर्देश 


[, मेयर, जे० श्राई० तथा माल्बी, जनें० फिजि०, 932, 75, 74. 

हगिस तथा सकामोटो, जन ० फिजि० सोसा० जापान, 957, 42, 24]. 

माथ्र, सक्सेना तथा कच्छुवा, प्रोसी० नेश० इन्स्टि० सोसा०, 965, 34, 354- 
4. गोहल तथा तजिवेदी, इण्डि० जने० प्योर एप्ला० फिजि०, 967, 5, 265. 

5. गोहल, त्रिवेदी तथा पटेल, इण्डि० जनें० फिजि०, 967, झा, , 235: 

6, कच्छवा तथा सबवसेना, फिला० सेग ०, 964, 8, 429. 


४[7973 २9753 6 /705970क्‍॥93॥ ?30॥[[८3 
४० 8, (४० , |॥५४//, ।975, 298९5 85-88 


फ्रिये-लागेर श्रेणी की चिज्ञारो परम संकलनीयता 
आर० एस० चोधरी क्‍ 
गणित विभाग, शासकोय महाविद्यालय, बड़व नी 
[ प्राप्त--अ्रप्रेल, 5 974 ] 
सारांश 


इस शोध पत्र में हम फलन /(») की बिन्दु &-50 पर फ्रिये-लागेर श्रेणी पर प्रथम कोटि 
चिज़ारों परम संकलनीयता से सम्बन्धित एक सरल प्रभेय सिद्ध करेंग । 


0.05(723८ 


4950पाट 0९5३४४० 5ण्पठ्ठगॉएए४ए णीं ए०फलंरए-ंबछुपरएए९ 5सप््नंटछड,. 29 २२. 5. 
(0 900979, 60287ए7५आ 0 /श(वा004408, (०0०27४7/670 (70]]68५, ?27एथए. 


]9 पाठ फाटडइटा एथ००० ९ तां52758 6 03006 (४८४७70 इप्ााः।अ[07 060 ०१6९७ 0796 
(97 #0प्रणंट'नें,8७ुप्ढटा९0 इटापेट3 88502 ंब्वाल्त जा 3 7९ ं2९४१प९-7०४३४प्र/8 0[6 परियरटा07 20 (८ 


907 ४ >-0 0६ ५6 79067ए७। (0, ००). 


). फलन/(») से सम्बन्धित फ्रिये-लागेर श्रेणी निम्नलिखित है 


/ (४)०- 6, हा (४) $ (]* ) 
जहाँ 
किक) (” | हट ८ #० ॥(४) 7... (४) #:. (-2) 
क्योंकि 


((९) [(" | ' (2, 
का ( 0) 055 ।( हि ै 
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इसलिये 
| (6) 50. ०0 (६४) 
< 4 2.५ (0)55(४(०--१)7) दल |, ४० 9० /(9) ४. (29) ५१. (]3) 
॥50 ग्रा 


यह सरलता से देखा जा सकता है कि (7 श्रेणी 2४,(४) जिसके “वें आंशिक योगफलों का अनुक्रम 
(5) है, बिन्दु पर संकलनीय ८, ! | होगी, यदि 
4 रे | ५५(४)--4 |[< ००. (|*4) 
2. बिन्दु 550 पर श्रेणी (-) की साधारण चिज्ञारों संकलनीयता पर कागबेतलियांज / 


ग्रौर फेगो *» £ का कार्य उल्लेखनीय है । इस शोघ पत्र में इसी श्रेणी को प्रथम कोटि चिज़ारो परम 
संकलनीयता से संबंधित एक सरल परिण/म दिया जा रहा है । 


$()) के द्वारा हम फलन 
मे द (2"(०७+१))/7 ४०? [/(9)-4] 3५% (2-) 
को दर्शायेंगे और निम्नलिखित प्रमेय सिद्ध करेंगे : 


प्रमेय: --]<०<-३ के लिये बिन्दु &+0 पर श्रेणी (-]) संकलनीय | ८), । | होगी, यदि 


०05 | | $(9) | ५०0(९४४७०), /->0 (22 
| (9) | 62/ 97०४-१४ 60550 (]), (2-3) 
|, | $(0) | ८४४)-७४३-॥७ 0-0 () (2-4) 


४. प्रमेय को सिद्ध करने के लिये हमें निम्नलिखित प्रमेयिकाओों की आवश्कता होगी । 


प्रमेयिका  : [(4), 75] माना कि « स्वेच्छ वास्तविक संख्या है तथा (/ और «७ घनात्मक 
नियत अचर हैं, तो जैसे #-+०० 


(०) 


&707/2-7/4 (0(॥०/2-१/५४) , ८|॥ ६६% <. ७: 
7, (05 


0४१), 0<:४<&:6,,. 


प्रमेयिका 2 : [(4), 238] यदि « स्वेच्छ वास्तविक तथा ०-0 , 0-5: १-:4 है तो जैसे & »०७ 


४3 86 8 अल, १४ (2 ))/ + 
7525 ८४ /4 /५०/2-+-व/4 | है आई (») | | 2 40 ;; (८ १)) !; 
॥2 सम 


7५ (2०) /.2 े 
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4... प्रमेय की उपपत्ति : श्रेणी (-) का बिन्द ४5-50 पर #४वाँ आंशिक योगफल 
मिट बी / | 795/(9) 2 2७ (9० 


(6...) 


धएब्न-यस | ०3१0) ७...) %. पा 


“(0)554 लिखने पर झऔौर लागेर पालिनामियल्स के लाम्बिक गुण का उपयोग करने पर हम पाते हैं कि 


(० ॥|4) 


| ४02  ()) %. 


हम समाकलन के परिसर को निम्न चार भागों में बाँटेंगे : 


८।॥; !2 60 
5, ना सम बे ४४ | हे नी | | | (4-2) 


० 60 ७ 
माना कि, 2; -+-४., --२५--४,, 

जहा « एक घनात्मक नियत अचर है। 

ग्रब 


(८४|.१) 


[7 | ०60) | |३७)| | ०... ७) | % 


47005 | | (9) | ८) 
५५००६ ( (१४५ हक ) ( [7 (449 ) (2 ०) के अनुसार 
हा (2 (॥%(१+7/4) (4"3) 
पुनः प्रमेथिका । का उपयोग करने पर 


| 27, |>-0(॥%/9।7/4) । | (9) | +7६।१-१4 6) 


प्य (2 (॥%2+।4) | 4 (9) ॥7%/2-३+ | + 0(॥%/8+7/4) | (9) 97%॥2-7/४ 69 
८ 


+ (2 (॥0/27/4) .... (0 (॥०।2+7/4) [०४] 


9 
0(॥%/9/+॥4) .] (2 (#५2+7/4) (]08 ४) 
(2(//0(०।।4) (]0 8 ४) (4-4) 


अब, प्रमेथिका 2 का उपयोग करने पर 


88 आर० एस० चौधरी 
[| /६ [550० (॥7/॥5६ | | |४ (9) | 60/8 ॥7%/8-*6 6८) 
५) 
सन 0 (॥0/447/4), (2.3) के अनुसार (४) 


अन्त में प्रमेयिका 2 के दूसरे भाग से 
| 2५ [१ 09(//+5॥7) [ | 89) | «// 7758-50 69 


* 60 94 - (0. |2-7/7.3 
“+ (2 (॥0/4+5/28 ) | |४(9) | “झा “प्गह व) 
0 


चैन 


न 0 (॥70/2+7।4) | ट | ७(9) | ४.//8 )-7५/३४-7/१४ ८) 
] 


| --0(४०/१+7॥0), (2-4) के अनुसार (40) 


(4-3), (4-4), (4-5) और (4:6) को मिलाने पर 
| $,--4 [5++(0०0(॥%/3+7/4) ]02 ४, 


प्राप्त होता है जिसके फलस्वरूप यह स्पष्ट है कि । 


छत पं | ्ु ॥ ॥ १ 
पा गा 


#्रन्ग2 | ९, -... 24 
ठ [5४०४ | _ 07] कर 


ध्न्त धारण, 
 ++0(), कयोंकि ०< - जे. 
इस प्रकार प्रमेय उपपन्न हो जाता है । 
कतज्नता-ज्ञापन 


लेखक प्रो फेसर धर्म प्रकाश गुप्ता का आभारी है जिन्होंने इस शोघ पत्र की तैयारी में मार्ग 
दर्शन किया। 
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4, भेगो जी० 7 ५0777080704] ?0!970779]. ]959 


४व]72373 ?7?87458]9 
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9. सदा सें लोह तथा मेंगनोज की उपलब्धता शिवगोपाल मिश्र तथा श्याम सुन्दर त्रिपाठी. 5] 
को प्रभावित करने वाले विभिन्न कारक 
0. उत्तर प्रदेश की क्षारीय मृदाओं में कुल सीसा शिव गोपाल मिश्र तथा गिरीश पाण्डे 65 
!]. #“हाइड्रॉक्सी अम्लों के टाइट नियम (पा) पी०बी० चक्रवर्ती तथा एच० एन० शर्मा 69 
संकुलों का ऊष्मागतिक अध्ययन 
2. जिक का प्राप्यता पर सूक्ष्ममात्रिक तत्वों शिवगोपाल मिश्र एवं गिरीश पाण्डे 73 


का प्रभाव 


४|7373 ?875॥306 /05374[8॥ ?90॥।[८४ 
४०।. ।8, ॥४०. 2, /0907|, |974, 798०5, 89-94 


फ्रिये-लागेर श्रेणी की संकलनीयता-|७, छ,| के स्थानीय गुणधर्म का एक स्वरूप 


आरं० एस० चौधरो 
गणित विभाग, शासकीय महाविद्यालय, बड़वानी 


[ प्राप्त--प्रप्रेल 5, 974 | 


सारांश 
इस शोध पत्र का उद्देश्य अन्तराल [0, ००] के ४0 पर फ्रिये-लागेर श्रेणी की संकलनीयता- 
| 2५, »; | की स्थानीयकरणा समस्या का अव्ययन करता है । 
(स्‍95(72८( 


हज 2359०26 ००2० छर०ए०ए-ए ० डफ्फाप्बॉआत9-| ४, /?५ | रण एएठपला2ए बैं,ब्छुपर2एा"०९ 
5ल्यजट5,.. 09 २. 8, एड्ृ०ए१कानाए, 26एक्रापाटल्य: ०ी शबाट्याब(08, (०0एकग्राय्रल्या (0/९86, 


उक्नाशबाए . 
पुफल 0०0 ० फ्रं$ 949९० 48 00 #पतवेए पा 97% 6्ए ठा 0643840707 ०7 पाया 4) ए 
| ४, # | 0 ९ #0फ्रपंदानं 8९५९ इल्योंद8 0 8 06 90०0५ ४०0 ० ४6 ॥7र९७॥: 
[77(67ए०) [0, ००]. 
| : माना कि 2० एक अनन्त श्रेणी है जिसके आंशिक योगों का श्रनुक्रम (5५) है | श्रेणी को 
नारलूंड संकलनीयता (४67 पणव 5प्रकष्णब79) से योज्य (इप्ाग780॥०) कहा जाता है, यदि 


7 
सर १2, कप 2॥--/:३॥-24, १०२ ०० ( 4-] ) 
8 /2 0 
हि क्ल्पाः 
जहा कि का नजर ब् 25 6 0. 
7१०७४ 


यदि अनुक्रम (3,) परिसीमित विचरण का हो तो श्रेणी को परम संकलनीय कहा जाता है। विशिष्ट 
स्थिति में जब 
_ 8+ ४--7)__ /"(४--०) 
५ के का 8 हु उ 


नारलंंड औसत महत्वपूर्ण चिज्ञारो औसत में बदल जाता है । 
3 । 


(०:>0) 
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फलन /(») से सम्बन्धित फ्रिये-लागेर श्रेणी निम्नलिखित है 
/(0०० 5 ०२7. (७), (-2) 
77550 


जहाँ कि 


77 


(८ हि | ) ा हे 2 | ट+ ४० (3) 7 /038 ) () 4४, 
) पि है 
ग्रौर 2. (४), ०>- लागेर बहुपद है जो कि निम्नलिखित जनक फलन द्वारा परिभाषित है 


अं 2 6 मा । हक नल ) | 


0 [-- ०० 


हमने मान लिया है कि 


प ४3 ४० /(४) ०४< ००, द (-3) 


(०) 


| ४| 5 /(४) 76 (४) 46४< ००. (*4/) 
0 


इस शोध पत्र का उद्देश्य श्रन्तराल [0, ००] के बिन्दु &-0 पर श्रेणी (! 2) के लिये संकल- 
नीयता-| .४, 8५ | के स्थान निर्वारण से सम्बन्धित विषय पर शोध पत्र लिखना है। इस विपय की 
प्ररणा फूरिये-जैकोबी श्रेणी की परम संकलनीयता से सम्पन्वित गुप्ता”? के नथे परिणामों से मिली है । 
प्रथम प्रमेय में हम संकलनीयता-| .४, #, | के स्थान निर्धारण के सम्बन्ध में विवेचना करेंगे । इसका 
एक महत्वपूर्ण निष्कर्ष यह है कि श्रेणी (-2) की संकलनीयता-] ० # |, £>3० | 5/4, बिन्दु #<- ०८ 
के लघु सामीप्य में फलन के क्रम पर कुछ प्रतिबन्धों के ग्रंतर्गत, बिन्दु &-0 के लघु सामीष्य में 
जनक फलन के व्यवहार पर निर्भर करती है। प्रमेय 2 में हम घोषणा करते हैं कि दिन्दु ४:४0 पर 
श्रेणी (!-2) की संकलनीयता-| ८, ८/2--3/4 | एक स्थायी गुणशधर्म है । परम चिज़ारों संकलनीयता के 
सामंजस्य श्रमेयः (2) से स्पष्ट है कि संकलनीयता-!८, “| £<8०--3/4 एक अस्थानीय गुणधर्म है । 


हम निम्नलिखित दो प्रमेय सिद्ध करेंगे । 


प्रसेथ । : यदि (४) एक अनुक्रम अनुणात्मक (गम 758 ०0०४८) एकदिष्ट (8070॥07 ०) 
अविस्ती ्णमान (7707 7707८० 78) इस प्रकार है कि 


| ८६ /2+ 4 /4 
रा 


३ 





<<००, (-5) 


तब श्रेणी की संकलनीयता-| .४, #, | दिन्दु +-0 के लघु समीप्य में फलन के 


व्यवहार पर निर्भर 
करती है, जहाँ ८>--] और 


फरिये-लागर श्रेणी के स्थानीय गुणवर्म का एक स्वरूप 9] 


| ८-४8 8०-70 | /(6) | #<< ००. (.6) 
ग्र 


प्रमेय 2 : बिन्दु ४-50 पर श्रेणी (-2) की संकलनीयता-| ८, $०--ह | एक स्थानीय गुणघर्म 
नहीं है । यदि यह भी मान लिया जाय कि फलन /(४) बिन्दुओं ४-50 तथा ४--०० के लघु समीप्य में 
शन्‍्य है, तो भी यह आवश्यक नहीं है कि श्रेणी बिन्दु &--0 पर संकलनीय होगी । 


2. यहाँ हम विभिन्न लेखकों द्वारा सिद्ध किये गये कुछ ऐसे परिणामों को उद्धत कर रहे हैं, 
जिनकी हमें झ्रागे चलकर आवश्यकता पड़ेगी । 


/(/० ८4 
प्रमेथिका 77) : मानाकि ४5८ का ८७" यदि ६/») एक अनुक्रम अनुणात्मक, एकदिष्ट 


ग्रविस्तीणंमान इस प्रकार है कि 
०! डक (2-) 
77 


तब श्रेणी 2०, संकलनीय | ४, #५ | होगी । 
प्रमेधिका 27 : यदि श्रेणी 26, संकलनीय-] ८, # |, ”>>0 है तो श्रेणी 


श्र का (2-2) 
अभिसारी होगी । 


प्रमेयिका 3 : (5, 9. 96) माना कि ० एक वास्तविक स्वेच्छु अचर है, तो 
6 स्प्र हहह दू८7 4-74 ॥०/४-7/8 205 (2(॥४) /१-- «7।077॥0) -- 0(॥%/2-94), ४-0, 
वा 
(23) 
शेषफल के लिये परिबद्ध अ्रन्तराल [0, ००] में एकसमान रूप से लागू होता है । 


प्रमेथिका 4 :. (5, 9. 237) यदि « और ) स्वेच्छ तथा वास्तविक संख्याएँ हैं, ४०0 और 
0<%<4 हा तो जैसे 77-+ ०0 
१००८ ८7४।३ /४' नारे 


(०) 
८, (४) 








रे पक (2-33 ई०-३)2 ८<६४<६६(4--१)7४४ 


१७४ (0-3, 3०-२2), ४>24- ५ 


प्रसेथिका 5 :. माना कि /॥,(«) अन्तराल (6, 8) में एक मापनीय (0४००४.८०००८) फलन' है जहाँ 
8--८&:०० #5, 2, 3... हर एक फलन $(») के लिये जो कि (७, /) में समाकलनीय है फलन 
७) ३(») अन्तराल (०७, 8) में समाकलनीय होंगे और श्रेणी 
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2 0 8७) ० 


अभिसारी होगी, के लिये आवश्यक एवं प्रर्याप्त प्रतिबन्ध यह है कि £» |/॥(७) | श्रावश्यक रूप से 
परिसीमित हो । 


3 : प्रमेष । की उपपत्ति : 


यह सरलता से देखा जा सकता है कि बिन्दु «550 पर श्रेणी (:2) का गवाँ आंशिक पोग 
60 2! /2 (८९) 
#एग ह(०्न))7 |, 2०००/(७) 27% (>) % 
(शा 


(०+व) 


नर (वन) 37 | श7227/(39) %,. (>)% 


है 0० 
5४ (0) 5८४५ तर हे ्ः | 


उ्+%, 475, 2 
जहाँ कि एक नियत अचर है । इस प्रकार से अनुक्रम (५, संकलनीय | ४, #,॥ | होग | याद प्रनुक्रम 
35७ + तथा 5५, ४ सेकेलनीय |.४, #,| है। प्रमेय को सिद्ध करने के लिये यह दिखाता पर्याप्त होगा कि 
अनुक्रम (5७, 2 संकलनीय | ४, #& | है । प्रमेयिका ? के अनुसार यह तब होगा, यदि हम सिद्ध 
करे कि 

ठ) । ४, 2| <्‌ ०00. 

4५ 

अब 


((४+३.) 


| ५५, » [उन [7(०+ ) आधा ४१६० /(() 2. (0) ८ 





--0(]) |, 3 0 ()| ८/ 





न्+ (2 (8५ (4+7/4) | ८77/4 (८००-१/42 | / (४) । 4६, 
7 


सम्बन्ध (24) से )»--/2 चुनने पर 
5 0 (॥/०/2१7/4), (]-6) के अनुसार 


प्रावकलन के अनुसार 
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प्रमेय ] से यह निष्कर्ष निकलता है कि बिन्दु &-0 पर श्रेणी (:2) की संकलनीयता |८, //|, 
&>>7०--5/4 एक स्थानीय गुणधर्म है। प्रमेय 2 में सिद्ध करते हैं कि ८, £|, &€३०--3/4 एक अस्था- 
नीय गुणघमं है। इन दोनों परिणामों की बीच की खाई को जोड़ना किसी अन्वेषक के लिये एक 
आनन्ददायक प्रश्न है । 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक प्रोफेसर घर्मं प्रकाश गुप्ता का आरभारी है जिन्होंने इस शोध पत्र की तैयारी में मार्ग 
दर्शन किया । 


निदश 


]. गुप्त, डी० पी, जनं ० लन्‍्दन सेथ० सोसा०, 97], 4, 337-345. 
कागबेतलीयांज, ई०, बुले०डस साइन्सेस साथेमाटिक, 925, 49, 234-256. 
भट्ट, एस० एन०, प्रोसी० नेश० इंस्टी० साइंसेस इंडिया, 962, 28, 787-794. 
कागबेतलीयांज, ई०, मेमोरियल डेस साइंस मेथ०, 93], 57 

भेगो, जी०, आर्थोगोनल पालिनामियल्स, 959. 


एमी ७० 0२ 


४ ][7373 २375व34 »/7]0537 6॥3॥ ?9६॥[[९93 
४०|. ॥8, ३०. 2, 600॥], 4975, 79९०६ 95-|00 


सा्वकित बेठमान फलन के विभिन्न संवलन परिवर्तों के कतिपय सम्बन्ध 


बी० के ७० जोशी 


गणित विभाग, राजकोय इंजीनियरो तथा प्रोद्योगिकी महाविद्यालय, रायप्र 
[ प्राप्त--भ्रक्टूबर 30, 973 ] 
सारांश 


प्रस्तुत शोघपत्र में सार्वीकृत बेटमान फलन वाले विभिन्न संवलन परिवर्तो के मध्य कतिपय' पार- 
स्परिक सम्बन्ध प्राप्त किये गये हैं । 


5957 22८[|: 
80706 7९०(४०फ४5 72/ ४372८७ तें[्ि९४€छ४ ट0फ७एणॉप्राय0ात) ई४४9905707%805 0 2 श्य्रा9- 
[रत 82(९४०2७ पपिटाठ)ओ. 29 3. 6. ]0%॥, 06920॥770070 04 २७४९7 ७/28, (+0५ए27:7707४ 


(0०6६० ० ऋयए)7८८छंप 275 7 ८८४४०१०8५, ]207". 


5०6. शरापापकों कटाक0078 >26एए९९ए० तार्विक्षकाए। ०07एठगपा०४ एक्काइतिफाड 00 णण३ 
8०7०7ब22व4 ९040 फाट070 ॥28ए0 92९९० ०09027०0. 


]. विषय प्रवेश 


कई फलनों वाले समाकल परिवरतं के लिये प्रतिलोमन समाकलों का अध्ययन कई शोधकर्ताओं 
ने किया है। “5 ९7०" बशनमाना/ ने मेलिन परिवर्त की विचारधारा का और विडर/० ने 
संक्रियात्मक फलन की विधियों का उपयोग किया है । इसके लिये एडंल्यी/४ ने रुडिग्ने सूत्र की विधि का 
सम्प्रयोग किया है । 


प्रस्तुत शोधपत्र का उद्देश्य सार्वीक्रृत बेटमान फलन के विभिन्न संवलन परिवर्तों के मध्य कतिपय 
पारस्परिक सम्बन्ध प्राप्त करना है । इसके लिये विडर की विधि प्रयुक्त की गई है। 


फलन (४) का लेप्लास परिवर्ते 


| ४४ /0) #<०॥ (0), 2४ #>0 (-]) 
0 
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द्वारा दिया जाता है । (!:) को हम सांकेतिक रूप में 
00 5४77(/) द्वारा व्यक्त करेंगे । 


निम्नांकित फल ज्ञात हैं (5; 9 29, 28, 82, 95, 238, और उन्हें इसी क्रम से प्रयुक्त किया 


जावेगा 

८म 6) ज्ैट(0-०4) (]-2) 
हज के 2०0८ ७न 9) 7 (#+ ४) 70/7/2 (-3) 
[# 6640) (2८)5५(४+ 3) ) 7 (|: 4) (४:+-7 /2) (]*4) 
7। %%०) कै /+#+ ०) ४-१ क्‍ (१:5) 
ह7 #(०) के प 8+ #-०)४]7० (-6) 
(बी जब (#+ व) 76 [४+ (#न ०१7१४ (-7) 
॥॥/ी >दी(#75677॥6 [#+ ७ )४ व: (-8) 

[शध्निथिए्ट-ा 


एकपओक) [से मे+ ०, लेन ० न के; 7६०४7] 7२४ १(/४7-- ८)”, 
७ (0-४) >0..._ (:9) 


सार्वीक्त बेटमान फलन को इस प्रकार परिभाषित करेंगें : 
हे (2) बम (५ 208 0)/ 208 (४ (97 8--209) ४० (।'0) 

जहाँ (>] 

चक्रवर्ती) का फल निम्नवत्‌ है 

“पथ कं, , (१8) ८5६(- )#४--२ ##-४-7 (# +- ) “(7-+/+) 

यदि (४-/-]) तथा (४+/) शुन्य सहित ऐसी अनुण पूर्ण संख्यायें हों कि 2/>-] 

प्रमेय  & 

यदि ८ वास्तविक हो, %, (४--7--) तथा (४-+-/) ऐसी ग्रनुण पूर्ण संख्यायें हों कि (>> --3, 


/00« [ शााक-० #% हि४-4 20) ० (2-।) 
तथा 0० हज उँ ह-॥] 80) ० (2-2) 


बेटमान फलन के कतिपय सम्बन्ध 97 


तो जो किस (---3 )#7“7 #ऋद्दाएए हू (ः'] (४2 १-7. 


न वि िट क //अ पलट लक गिर मय किकिकर िलई रै 
“(४-४2 (८... 
१/ (४-7 ४+- 7) ,._.0 ५? हनी | 67४०४) (&--४)टनहल४ 


अकबर वि, व -३०७-१ ४४) ०] ७») 


2 
उपपत्ति :.. 
माना कि (०) >२, (/) 
8 (४) नजर 4 /£) 
तथा 8(») 7० (४) 


(2-]) तथा (2-2) लेप्लास परिवत लेने पर, भाग देने तथा पुनव्यंवस्थित करने पर 


77 


(#४-/०४॥, (७) ७० (-- )"7-फादा 7 22 ) (#-+- ) 704/-7+७[ (७ -+- )3-- 68]-70४+7027%, (/) 
१००० 0) 


लेप्लास प्रतिलोमन से निम्नलिखित प्राप्त होता है 
] ५ मं 
005) | 8 0 / (5 


(“मा 2क हू छा [4 
लक लिए, अनिल ले लि।4 7 “पक न व लक बी तय नह । -(2४--) /« ... / 7+-॥7-- 
4८7५ / (४४.4 ॥- /-+- ) हम [ 7 / | हि 39 3 


५ _ क- 35॥ 25 
)८ .#, [> कप & ८ पर 4. न्‍ 77 -+- 2 नल (--4 व कलर होगे ]/७०) «] 





(४--4-) बार उत्तरोत्तर प्रवकलन से (2-9) की स्थापना होती है । 
प्रमेयष । 8 ; 


यदि ८ वन्‍स्तविक हो, %, (४-/--) तथा (४--४) ऐसी श्रन॒ण पूण संख्यायें हों कि 2 --] 


00 5 शा हल-०, हक; 6-2] 20) ०४ (2-4) 
४ &7(०४-४) 
तथा न लय है 4ह#-)] 80) ० (2-5) 


( >>, ) ॥--(-- 4./)) क्षणए का ४ /) 


श्र 7-(--7. 2८ 
न आर कक. कील मनन ही कक लत दशक दर अिचभ .. १०... हि | 
तो 7(%) . /((४+ #-+-४+ () हे | है का) । | ८56४ ४६१ 


५८, लि ?. न | । कर ०१(४-2 | (0) ४४] (2-6) 





हर? 2 


98 बी० के० जोशी 
इसे प्रमेय ! 4 की ही तरह सिद्ध किया जा सकता है । 
प्रसेष 2 & : 


यदि ८ वास्तविक हो, %, (४--/-) तंथा (४-2) ऐसी अनृण पूर्ण संख्या हों कि 2/>--] 


मिलन | शाहाव0 2५ [४-8] 826) (2-7) 
तथा तहत उतणुअ-)] 80) ४ (28) 


0. हे और ] “हें ५7-०7 * _ 
3 अक + रा 


#४--7/--]  ॥-८--/2- ४7 ४8--/-7/2-27-- | 
कण 4 ३ 4 ह 


७ (&४-)निसशनआरना 4, | ८ 
“ई०७-/*|000 «| (2:90) 
यदि (४--४) > 3#- 
प्रसेय 2 8 : 


यदि ८ वास्तविक हो, (४--/-), (४--/) तथा # ऐसी अ्नगा पुरा संध्यायें हो कि 2(: «« | 


0 2 
७) + | शाशलणण हक [३(४--॥)] 2(0) ०४ (2-0) 
(५ 
तंथा 6 3) | ! ४०-०४ 7, [6(४--7) ] £(४/) ८४ (2-| ॥! 
] ध। 7-7] 


॥2 हर 
-८- (_.. ])ै-४-) /- ५ | उताात-7-+ठऊऊ [5 | &८#- 
०0 ० अं कली 2 आकक्ऋ-शो] पा] की 


»< (४-- !) /+(--778-५/-7 रे हे | ० -+7--7, ४--/-#०#४--2/ ४-४ १ “27 ही 


3लकन-न मना कप+7न्‍"त- “० काककाफाकाज...ल..सताक/अफ+कभा७-क न» थात७+०७७३ ५०००५ / 


9 9 9 ४07 9 800 
८१ (४-४) | /१0) ८/| (2,.2) 
क्योंकि (४-- /) >> 3% 


यह उपपत्ति प्रमेय ! 4 की ही भाँति है। 


बेटमान फलन के कतिपय सम्बन्ध 99 
प्रमेष 3 4 : 


यदि 6 वास्तविक हो, %, (४--/-]) तथा (४--४) ऐसी अनण पूर्णो संख्यायें हों कि 2>>-!, 
(0 | /) 7> 27 


0) ० ४२/१०-० 7% [३(४-१)] ४0) ४ (2-3) 


तथा 2०%) ८ । । ४४7४) (४-४)? 7 [०(४- 7)] &(/) ८/ (24) 


_ (--) ॥-४०7 (24) “?ै कक ।£ दें ५/१-7 | /८ हक कक 
तो पति (४) ्द् ज़्क+कीजा[कन शक] (१६) | ४ €7(४गा४ (2 रेल 5) 77+-८०-2702--7. 


7 2-४ - 2 8- (-- 278 + । ि 
.९:/% [ - (४-9); हक, प जय “उ०*-) 60). (७-१5) 


प्रमेय 3 8: 


यदि 4 वास्तविक हों, #, (४--/-)) तथा (४-| /) ऐरो अनण पूर्ण संख्यायें हों कि 2/> - 
(॥४--7) > 277; 


है हि 
40 5 | शाहण-छ #५ [४-३] 20) ०४ (2-6) 


तथा ०५४) उ+ | ९४ (४-४) (४-४)7 /,, [4(४--7) ] £() ८7 (2*/) 


हे ( -+- | मर 2 (2८ -“-१। / हे १४-०7 + ४ हि 
तो 3. (४) लक शा 8 | | | € “ (४-४) (४६ लत ) 0+/--9॥॥-7 
७छपन 3)% (न 4०-22 "4४५ ग 


८ 0 | कल (#॥॥ -| ऊँ) है धम सा; ८ (४ दिख /) “| पे (४) 4४| (८ *] 6) 


इन प्रमेयों को प्रमेध 4 की भाँति सिद्ध किया जा सकता है । 
निदश 
. भारतीय, पी० एल०, जने ० इंडि० मेथ० सोसा०, 964, 28, 63-67 
2. बुशमान, आर० जी०, प्रोसो० अमे० सेथ० सोसा०, :62, 33, 675-77 


3, चक्रवर्ती, एन० के०, घले० कल० मंथ० सोसा०, ]953, 45, -7 


4... एडेल्यी, ए०, अमे० सेथ० संधली०, 903, 70, 65 


00 


0. 
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वही, 72068 ० ॥7687०। '7१७78007775, भाग , सेकग्राहिल 954 
जोशी, बी० के०, सेथमेटिक्स स्टुडण्ट (प्रकाशनाधीन) 

खांडेकर, पी० आर०, ]०८०४. 0०. १४७४४. 007८४. ]965, ]95-]97 
रुसिया, के० सी०, प्रोप्ती० नेश० एक्रे० साइंस इंडिय;, 969, 39, 33 4-36 
श्रीवास्तव, के० एन०, प्रोत्ती० ग्लास० मेथ० एसो०, 366, 7, 25-27 


विडर, डी० वी०, अमे० सेथ० मंथली, ]963, 70, 29-93 


४ []3॥3 २9१ 5 ॥9436 /#॥] ७५ ३ ]0॥37॥ ?30॥ [८9 
४०. 8, ३०. 2, 7907 975, ?३४०६ [0]-4।|4 


जेकोबी श्रेणी का अन्तिम बिन्दु परम संकलनीयता गुणक 


सरज्‌ प्रसाद यादव 
गणित तथा सांख्यिकी अध्यपनशला, विक्रम विश्वविद्यालय, उज्जेन 


[ प्राप्त--दिसम्बर 7, 974 | 
सांराश 


उपयुक्त गुणाक की सहायता से अन्तिम बिन्दु 050 पर जकोती श्रेणी की परम संकलनीयता की 
विवेचना की गई है । 


5स्‍95(४9.0९( 


छत छुम्मेंएरई बएडटीप्रए८ उपरणशयानोंजीएाए खिटाठए णाीं [बट०फं उबर, 229. 5&7]00 
78380 १०037, 30700] ० 9ए१65 ३47 (०(९०५४८5 बाते 0505, एपथवाए0 एफाएट:॥7५, 
[7०४४ 


30980]006९ इप्णबांजतए ०णी [३०० इल्पेंढ३ बा: बाते एणांगए 6-9 738 ०९९०7 तठां30प5860. 
४०0४ (7९ 86]9 ० 8 8एॉं४००९ 82007: 


!, माना कि /(४) लेबेस्क मापनीय फलन है जो परास --&&<] के लिये परिभाषित है । 
&<5००५ 6 के लिये /(») के संगत जैकोबी श्रेणी 


00 ) 
(०० १) 2 ७०५ (००४ 0) 552 0, माना ([-) 
7८0 


द्वारा दी जाती है जहाँ 
_थ--०5--8--| (४+-) . / (४--०----) | कल «/] 8 (/]-2 
कल 2० 8+7. 7%+-०-+-१) - 2(७--/2+-7) 4० 56 3 2 बे पक 


(८८, 3) 
7 


रु (८08 ८०) ./(००४ ८४७) . शंगर ८७ 4५० 


# ४ (८००४ 0), ०>--, 8>-- (०, १) कोटि का ? वाँ जैकोबी बहुपद है भ्रौर (-2) में 


समाकल की अवस्थिति मान लीं गई है । 


402 सरज्‌ शअसाद यादव 


हम निम्न प्रकार लिखेंगे : 


(००) -- (7 (८०5 ८०) --४) (१-3) 
8 4 8४8 #जव (०५ (8) (०, /) (८05 ०७) , शांए 0. 

72५ चच्ूह्ठ < 4.५ 8? 2; (4) /, | 

( 7-9 

77 
प्ट है 9 3) ] 

35 न 2 &; 7 () हि (८०5 ८०) « #ंए ८०; (४:>०) 

4, 0 


__27--०-॥१-- ।4 /(9--) - (/+०+_-/-+-४) (9) 
€9४ तह ठत्यहझाश 7 * अं ऊन+ बन) - / (/-+-/9+-7) 


- 7 (४--०+8-+2) _/0/०+: 
8 बन कृलाइस कक कवफ का) ४ ै 


श्रेणी ([-) की सामान्य चिज्ञारों संकलनीयता का अध्ययन पाण्डेयाा ने किया है | यहाँ पर हम 
उपयुक्त गुणक की सहायता से अन्तिम विन्दु 6--0 पर श्रेणी (!-7) की परम संकलनीयता की व्याख्या 
करेंगे। पाण्डेय”! ने निम्नांकित प्रमेय सिद्ध किया है । 


प्रमेय 


श्रेणी (:7) संकलनीय (८, #) है क्योंकि 8:50 पर ०-३ <#<०+३, --3<०<३, 26 
बशर्ते कि 
४ (००) « धए* (८-+-३- *) ( 4) 


८. हम निम्नांकित प्रमेय सिद्ध करेंगे। 


प्रमेय 
हि ही (०, (2) 
यदि (»,) ऐसा अवमुख अनुक्रम हो कि 2' ४-7) अभिसारी हो तो श्रेणी “(५ - , 
(608 0) . 0७) “7$<०< 39, 8:2० बिन्दु 6-0 पर संकलनीय | 6, 8 |, <89<2 है बशर्ते 
४ (००) «६ ४9 (2-०) (2') 


इस प्रमेय की उपपत्ति पाण्डे'४ के प्रमेय में पती/भ के प्रमेय के सम्प्रयोग से प्राप्त होती है । 
यहाँ हम इस प्रमेय की प्रत्यक्ष उपपत्ति देंगे । उपपत्ति पूरा करने के लिये हमें निम्नांकित प्रमेथिकाशओं 
की आवश्यकता होगी । 


जैकोबी श्रेणी का अन्तिम बिन्दु परम संकलनीयता गृणक 03 
प्रसेयिका ॥ 
(भेगो [3] पृष्ठ 96) 
| ४7/% (9)(००३४ (४9--») +- (७ अंतर 6)-7 . 0()) 


(०, /3) | यदि ८/॥5.05 क्र-- ८४/४ 
कम (०05 0 ) (2-2) 
। ४77/2/ (9) ८०४ (/9--») -+ 0(%73/8) 
के यदि €<_0<€:.--€, <:>0 किन्तु स्थ्रि हो 
जहाँ... #(0 शा (अंत 8/2)-%/ , (८०४ 8/2)-8-7६ /४-७+ 7677, ५ - - («4-२)०/2 
प्रसेथिका 2 
( भेंगो [2] पृष्ठ 67) 
(८९, (0) 070>7/४ (77९), 6/६:0 ६२ ४/2 
2 (०05 9) घ्प्् (2.3) 
0 (7५), 0.<:0<&: ८/॥; 


जहाँ ०, 8 काल्पनिक हैं तथा ८' एक स्थिर धन अचर है । 

प्रमेथिका 3 

यदि »,€०७<क्र--/8, (१७>>/8), तथा 2७% और 6, क्रमश: *: के वास्तविक तथा काल्पनिक 
ग्रंश हैं जहाँ 


0-५ 


हज (०) शरहिका॥ | (४--07%»/ है 4५3. 
(6/(४+०+%।2+7)50 __. 6४(/+(०+ 0 /3+7) /) ८: 
4 (६७) *+ (आए 2७/2)-0-7/2(205 ६७/2)-7+7/2 
तो 


6 6 6 
दर गर्ल (2 )7.८,, -- (4 ! )7? ०-० (00८ 05) (877 ८४/2 )-7०-४/४ (005 ८०/2) “8-7 


उपपत्ति 
हमें ज्ञात है कि 


8 -2 
7,+-(4,)7 2 4, 6»: (2--4)77/2 (87 ८०/2)7%०-24(८05 ८७)-/०7/५ 


(००8 (४४ ७--३) - ४० ८००-+ 0(०-- )-7) 
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[5] 


देखें फेगो।2) पृष्ठ 7] 





(4 न 5 47 (»+ 8] 7/ (0५ ७/2)-क-३ , (००४ ७४/2)-0+7/8 
प्र /' 


72+7-7 2 
हि मा 


८ 





» ९05 (> +॑ “+7) 50 . 205 (७--3) ॥/4 





ह (4) न्‍ः्ठ हा (> न- हक ] ।आ (आंध्र ८0/2)-7%-7/4(०05 ००/2) -/3+7/2 
ण््च्च् 


- 57 (»+ तह के] ०0 . शं7 (८--3)7/4 
न+-0(४५४-११) , (झंए ०0/2)7%3/8 , (८08 ८0/2)-7-7/4 
यह ज्ञात है?] कि 


हा (८0--) 75- 3/2( ८४(7+0+2+7028 -- ८7(/2+०+ 7 /8+7)/ १॥ 
लन्क्छ ह 





। * ८८+4/2 
हल 4 (| - ०) ५ कल +-(0 +-] । हे टां(ए#+%+2+7) | ८४(८८+॥/2) ब /2 


७ -- है 2 
उपर्यक्त में इस मान को रखने पर सम्बन्ध (2-4) प्राप्त होता है । 
प्रसेयिका £ 


१७ ६ प्/<€ब्र-]/8 : ()४>>//), के लिये हमें ज्ञात है कि 


डिज्-24 (८७) . धार /2१(८+/३ , क्॥+ ८ +॥2+)% , (पट) (2-5) 
जहाँ 
४४(८४) ब्रा ध्ा४73॥ [& (८४ )-- 4, (८७ --8) 67 07+%+//2+%7) ४] 7 (2-6) 
0 
तथा 
0- ४ 
4, (८८) लि 2 जो ह 7222 (2*/) 
77550 
उपपत्ति 
हमें ज्ञात है कि 


2 2४ (६७) &४?।५०+ा/9 , 7 


जकोबी श्रेणी का अन्तिम बिदु परम संकलनीयता गृणक 05 


प्छ 2 0-9 ,., 
कल |! (८७ -- 0) ही ० [(7+०+/ ।2+)%७ नर &7(/+4९+/॥4+708) धॉ 
६०90 ॥ 2 | 


समाकल 2 में ००-- ४-४ रखने पर हमें 


० 8. 6-& .. ; 
7 | दा क्-अआ3 2 4, (क(/+५०+/8%70% _.. ८४(7+0 +/।2+)0(60+%)) ८६ 
0 75१ 
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४, के अन्य अंश भी 7,.. की ही तरह आचरण करते हैं । अतः: 
2 &77 | 7, |--0() 
ध्र्ल््य 


इससे प्रमेय की उत्पत्ति पूरी हो जाती है । 
कंतज्ञता-ज्ञापत्त 


इस शोध पत्र की तैयारी में डा० जी० एस० पाण्डय ने जो परामर्श दिया उसके लिये लेखक 
उनका आभारी है । 
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फाक्स के प्र-फलन वाले कतिपय समाकल सम्बन्ध 


यदु नन्‍्दन प्रसाद तथा ए० सिद्दीकी 
संप्रयुक्त गणित विभाग, इंस्टीच्यूट आफ टेकक्‍्नालाजी, बनारस हिन्दू विश्वविद्यालय, वाराणसी 


[ प्राप्त--माच , 975 ] 
सारांश 


प्रस्तुत शोध पत्र का उद्देश्य दो मूलमृत समाकलों का मान ज्ञात करना है जिनका उपयोग फाक्स 
के #-फत्नन वाले कतिपय समाकल सम्बन्धों को निकालने में किया गया है। प्राप्त फल डहिया और 
प्रसाद तथा राम द्वारा प्राप्त फलों के सार्वीकरण हैं । प्राचलों के विशिष्टीकरण से कई नवीन फल व्युत्पन्न 
किये गये हैं । 
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]. विषय प्रवश 


फाक्स ने मेलिन-बार्नीज़ प्रकार के कंटूर समाकल के रूप में म-फलन का सूत्रपात किया है 
जिसको सांकेतिक' रूप से निम्न प्रकार से व्यक्त करते हैं । 
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6 यदु नन्दन प्रसाद तथा ए० सिद्दीको 


जहाँ ((/,, »,)) से प्राचलों के सेट (/, %)+ (/# 9४ “७ (ज७ १) को बोच होता है, » शून्य के 
बराबर नहीं है और रिक्त गुणनफल को इकाई के रूप में विवेचित किया जाता है, ». 6, 77, # पूर्णांक 
हैं जो [€7##<: ६; 0<#<: 9 को तुृष्टि करते हैं; ०॥(४557, 2, ...७/2); /(४77, 2. .., ०) घन संख्यायें 
हैं; ८(8--, 2, ...3 2); 2(४-, 2, ...3 ५9) ऐसी संकूल संख्यायें हैं कि /(0/-,8 ४)(#55 , 2, ..., /४) 
का कोई भी पोल 7(--०/-+०))(5-, 2, ...४) के किसी भी पोल से संगमित नहीं होता । 


2, इस अनुभाग में हम मुख्य परिणामों (दो मूल समाकलों तथा उन पर आधारित दो समाकल 
सम्बन्धों) को निम्न प्रकार से स्थापित करेंगे । 
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बशर्ते 7(29 4 )>0, /(29+):0 तथा ; एक घन पूर्णाक है । 
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बशर्ते 7(०--)>0, (७ +-)>0 तथा & एक घन पूर्णाक है । 
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बशतें ०, ०0, (27+2०0-- ):>0, 7(29, -- 20,0+):>0, /(2) 50 (27०) यदि £» बड़ा हो; 
/(0-0(2०) यदि 2 छोटा हो, «, ६7० 0, | शा « | इगेग(२:०0) तथ। 4>0, 


($ -- |४-- ?-+-#, ०), (87५ ०१), (4/, ०/)) 
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फाक्स के 2-फलन वाले कतिपय समाकल सम्बन्ध ]]7 
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जहाँ गैड्ड ० हआत ४ कान 2 “97 %0 
ह्‌ त ४ उच्च ४ का श हैं ६ // 0 
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बशर्ते 7(]-» +००):०००, | क्ष8 ० | <उतेक, 220, 40 तथा 2, /५ ० और 4 वसे ही हैं. जसे 
(2-3) में । 


(मर हा (४77 77; ०), ( व को 6 07)» ((4%, ०७) 


| 2) 4८2. (24) 





उपपत्ति 


(2-) तथा (2:2) की उपपत्ति के लिये ०05 2.0 तथा ४7 (2/:--)9 को ००080 तथा थआं। 8 
के घातों में प्रसारित करते हैं, और प्रसारों को (2-) तथा (2-2) के समाकल्य में रखते हैं तथा प्रत्येक 
पद का मान गामा फलन कीं सहायता से निकालते हैं और सूत्र (2:5) का उपयोग करते हैं । 

॥१/ विज (22) "52 -77'(2)7"(2 -- ३) 
तथा 
॥6 28-7४») »-5 
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 (ट रह [)57(-) क्त््ड्ात (22) 
अब परिणाम (2-3) प्राप्त करने से उद्देश्य से हम निर्म्नाकत समाकल से प्रारम्भ करेंगे 
((६/5 ०५/)) 
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बशर्तें ०, ०.20, 7(2»--209-- !):>0, ५2४, -+-2०,0--):>0, /« एक घन पूर्णांक है | भाह ० [< ३), 
१०0, 40, जहाँ % 3 तथा 4 (2-3) में दिये हुये हैं । 
(26) को सिद्ध करने के लिये हम मेलिन-बानींज प्रकार के कंट्र में #-फलन लिखेंगे और 


समाकलन के क्रम को परिवर्तित कर देगें । (2:6) का वाम पक्ष 
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(2") की सहायता से (2:7) में आ्रान्तरिक समाकल का मान निकालने पर यह 
772 7 
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मिल है 8 बी 2०८ सका ४ हाट 2/ अर 
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४ ध(4-9]+॥ 5) // 7(४/-०/ 3) 
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में समानीत हो जाता है। (2:5) में दिये गये सूत्र को उपर्युक्त में व्यवहृत करने पर और (]-]) के 
प्रकाश में परिणाम की विवेचना करने (2.6) का दक्षिण पक्ष प्राप्त होता है। 


अब (26) में 2-#? रखने पर तथा दोनों और / “(*) ८/ से गुणा करके सीमा (0, ००), 





के मध्य समाकलित करने पर 
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प्राप्त होगा बशतें कि (2-3) में दिये गये प्रतिबन्धों की तुष्टि हो जाय । 
अन्त में (2-8) के वाम पक्ष में ४5# ०05 0, 9-7 आंत 6, #* - २१-. 92, 6--(8-7 ह रखने पर 
तथा भागे शोर अधिक सरल करने पर हमें (2-3) में दिया हुआ फल प्राप्त होता है। इसी प्रकार से 


(2-2) में दिये हुये फल के उपथोग से परिणाम (2-4) प्राप्त किया जा सकता हि] 
3. विशिष्ट दशायें 
(2-3) में »२०१-० रखने पर तथा समाकदन के भीतर संकलन को प्रविष्ट करने पर 
(4५, ०५)) 
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20 यदु नन्दन प्रसाद तथा ए० सिद्दीकी 
(3-]) में सच्चिहित हाइपरज्यामितीय श्रेणियों के योगफल को ज्ञात सूत्र 
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के द्वारा व्यक्त किया जा सकता है जहाँ ८ ऋण पूर्णांक नहीं है। श्रब गामा फलन के द्विगणन सूत्र 
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८, ६५, 9, 0 ७ तथा 4 (2-3) में दिये हुये हैं, जो कि. एक ज्ञात फल है । 


(7) (23) में 5०-0० रखने पर तथा (3-2) की माँति सरल करने पर 
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तथा 4 (2-3) में दिये हुये हैं जो कि एक ज्ञात फल है! | 
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के | (न प्र 
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0.._+9,4+2 


| एछ) ब5 (34) 








१५ रन डर 9 7 न [ 9 8५ 


फाक्स के 2-फलन वाले कतिपय समाक्रल सम्बन्ध 2] 
तथा 


7 
]2' 


/ 
005 2/ ' (877 70007] (2८१ ् 2)82 4५ 
8 हर  +ऑडी छा >? 
नजन+मजफोयक्रशभ 7 नर , (४१-- 9) ध5 थे 
|; 0 (22 --97)7 प्‌ । है, /०४--27) 2 
7" 3५ हे हि 4%; 24-- 40 न 
5 बज | कला | 0 ० (5) 
४ ध स्र्ज 25 प्र ५ 8५ 








बशर्ते | #8 ० |< ((४-7- $7 +बे4)7, 2(०३)70 तथा /[(2), ६, ८ तथा / (2:3) की ही भाँति हैं । 
निर्दश 
.  डहिया, आर० एस०, प्रोसी० इंडि० एके० साइंस, 97, 74(4), 67-7] 


2. एडेल्यी, ए०, लिशीशाः पाधाउ०छारतलावं एप्7८007$, "भाग * तथा 7, मकग्राहिल कम्पनी 
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3. फाक्स, सी०, द्रांजे ० श्रमे० मेंथ० सोसा०, 96, 98(3), 395-299 
4. प्रसाद, वाई० एन०, पी० एच० डी० थीसिस, बनारस हिन्दू यूनिवर्सिटी, |969 
5. प्रताद, वाई० एन० तथा राम, एस० डी०, 2श.087०55 0 ६॥९॥405, 973, 7(2), 3-20 
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४[]3॥3 ?8705[9 6 /2॥0७53॥709।|9॥ ?3६07[।८४ 
४०[. ।8, ४० 2, /77॥|, ।4975, 798०६ ।23-|27 


कुछ परिमित संकलन 7ाा 


बोी० एम० अग्रवाल तथा आर० सी० मांगलिक 
शासकीय विज्ञान महाविद्यालय, ग्वालियर 


[ प्राप्त-सितम्बर ], 974 ] 
सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र का उद्देश्य एक तथा दो चरों वाले ०-फ ,न के लिये कुछ परिमित संकलन प्राप्त 
करना है। 


70587 ८ 


(97 50९ वश इणशशगात्राणाड गा, 2४ 8. /ै, 5शा2्णथों 370 7२. (८. १४०7९, 
(6९एश767 ०0 '/४॥शाक्षां28, (7०0ए९7॥९7/॥ 90०९०7०८७ (!0]626, 0407. 


ही & 76९९यगाि ए47९' क्रध्याए8 8270 5005परए0 ॥8५४९ 697०5 5076 गरा0(& 8प्या8- 
(0ा$ 07 'शैटाीश?8 6-पिलांगा प्रभार 27 पाव्श्राबं शंप्टा 57 शाकाश, शवाशातिश बए0 
शक 300 ४०४7०९॥॥४ 9५९ 250 09976व आंगरोशि 7९४5 प्रशंए 706 तंरशिदा: 40९70॥068 
णएी शा एथ्फूथान, वार ठछुंध्ल णी थीं एकल 38 ॥006/ीवाा 5076 ग7॥08 इप्रशा।न्वा0०॥5 
[90!ण॥29 476 06-णिा०009 ०0 ०76 ७70 [ए० श्ध्ां765. 


!. प्रस्तुत लेखकों/० द्वारा दी गई निम्नलिखित तत्समक का उपयोग प्रस्तुत शोधफल के 
विभिन्न फलों को सिद्ध करने के किया गया है। 


| धं- ८ ध-- 8+-4, 4-4 -- ॥ 
थे . ५7१ | “(६4 029- 4 --) . 2०7 । 
रथ 7+] रधं हु | /८5 0 4 
० 24707 क] 8 +) (८-7 2+)/॥(4 - ८+) (-) 
य्् |! (८-- 4)% 


बाम पक्ष में (७+-।) पादाक्षर बताता है कि प्रसार में #' श्रेणी के केवल प्रथम #--] पद ही सम्मिलित 
किये जाने है । 
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2. इस अगुभाग में निम्तांकित परिणामों की स्थापना की जावगी: 
30 हज लक: द 05 है 





अर |] ] [ 
07४ [4 (४+४) 4- 44-०७, 8५, [- 4-2? 


4--6--7 4] 8- धै--/, ६), 4-4 +-व 
आह व गज कर (४ क्‍ | । 
।$ 4-4 ++/, 80, 8-4 























_(24-८- 2 + 7;४+ [) ( >> ०४६ 4५5 बॉ बक गा 
४| 4 (४--४--4) आह 5 
(9 40५ धं-- 4, 4-- 8 
“न कछिफ) | 
०0 7! [4 (धन7) ध-६-+ ४, ८--8-- /, 80 
ध-- ६ -- 
9 हर (64 हर | ण [ 9 4५, // 00 ६ |। ॥॒ द-- 6 |! न्‍ । 
्ाट। [ | 
हे की का ” र्धं लो न / | 9 (--0 न /# 9 00 ५ *] । | है 
| 8 मा 88 
ल्ताज्क्ाफज+) 
अर मक य कक कह ध-+म--|, 4--2+-7-+-। जज 0५ 
(2:2) 
४ [|[ [--4+-98-/,  ---+ ६ - 7, 4/॥ 
तक | 
लक 8५, (-बैं--7, [--बन-0, [--4+ ४ 
8--4ं-०४, 4--4--१, 48, 44-0---६--7 
| 
दम, 00365. कहें; दी >० थे: 5 
2 न + 72->ध- #, ६- धै--#४, 4॥ 
5. (9 9 
! सो 2: (23) 
|! | 8५, रक्त पा 0-4, ०--वे 
7 [ | ८ 
तथा 2 ज्‌ ((४-0,(४-०) [ ] 
कई 8५, | -८-/+ 
[ ९७ 5७ 8+-वें, ८५ 
-“(४-0७-+-), (४-० + ), 6 (> | 
गा 
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//५ 
द ] (24) 
8५, "4 


जहाँ 6-फलन की परिमाषा एडेल्यी इत्यादि" के अनुसार है । संक्षेपणा की दृष्टि से हम निम्नलिखित 
का प्रयोग करेंगे: 
। 94 
6 ( 


20५4 


24-89 --4--#+ 7 
77! 


7 (> 








| ) 2, | ७) ध४ (2'5) 


४४ ॥(8/-७) |/ 7(-०6|+») 
जहाँ पं 
 ॥(-2]+७) ._/ (४-४) 


उपपत्ति: (2:]) के सत्यापन के लिये (2:]) के बाम पक्ष में (2:5) को व्यवह्‌ त करने पर 


....3०+०++००००-तमणत्तनाजतकनगिग लगी किन) मा तप ऊपस- ५ नकत कम ०2५*०-+ बनन नमन न “५-८ न कान कमी कक तनमन तन तन 4५७५५ रणक पसन कन पर अप न ५५ +3५63:+ ५०७७ 3० ताप लममापक, 


है" ] (व - धन #-७)7(ध- 2 --/ 4 ७) 
| 6) हे 4 (ध--2+-७)2(४--०--७) 


0 7 थेगाएं 


(ध-4--2-+-) / (४-4 4-#----७४)४ (|--2 -- 6--/-- ४) हे औ 
हे “ (४-+ 7 ) ४) आह 2 4४ |-४)२ (रथ ८-4 -») | ही मर 


संकलन तथा समाकलन के क्रम को बदलने पर 


। 2-+-] 
>त |२ ०) 2, न कछत थी एके (#००+क) >छाफा 


(ध- ० 4 --७),(। -- 8 -+- ४-+- ०) ४ ॥8५ 


(-]) को ब्यवहृत करने पर वांछित फल मिलता है। इसी प्रकार से श्रन्य फल भी सिद्ध किये 
जा सकते हैं । न केवल इस अनुभाग में दिये गये चार फल वरन्‌ कुछ अति'रेक्त फल भी (-) से प्राप्त 
किये जा सकते हैं । 


3. अब दो चरों वाले सार्वीक्षत 7-फलन के लिये हम एक रोचक' फल प्राप्त करेंगे। शर्मा“ ने 
दो चरों वाले 5-फलन को निम्नलिखित ढंग से परिभाषित किया है 


हा कह ८, हा | ८/. | | 
79 4३ / व, | 2१७ 4४ /0 | 
॥ 
नन्लुग) ॥ ह १(3-॥ 7)0(७, 7927) ६& (3:]) 
ह॒ 2. ८५2 
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| /23 44 8 
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४7 7(6;+४+ /) 
जहाँ $(५ हा /) न्त्तः ०५ कर के अल+++++ “४४+7८++ 
46 (2 ल्टइलल) (४ ( (27--७-+-४) 


उच्यायका 


[7 आ(-द+ओ 27 7(४/-७) 272 7(0-०+४) /7 2(॥- 7) 





९४(४, /) 55 
# एएढ-9) 7 7(-०/+) // 7एश-) 7 7(-/+/) 
उत्पा27 7: उत्या 


अभिमसरणा के लिये उपयुक्त प्रतिबन्ध विद्यमान हें । 


हम निम्नांकित सूत्र प्राप्त करेगे: 
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हा 78 -- ॥ |! “4-7, ८५, 
072- , 4४7 /40,, 4- वें 











ा 778--] ] 0--6--+, ०५५ 
(2877 | ५ (३3 हि [ हट 6 के धं 
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__ || ह् 7+, ८ | 24- 4-- 8 +- ४ -- 2, ०५, 

. ४! (्व--%+]) के | 0+, 47+04,3 24--48--8४+॥-- 

मर हे 7972 -- ] ) ध-- ध- #, ८५, 
(22र्ग 42 40,5 4-८ 














83, 773 -+ । 4ं--#, 05६ ] 
का , 43-+ /.49., ?-ें (3-2) 
(32) को सिद्ध करने के लिये इसके बाम पक्ष में (3-) को व्यवह्ृत करते हैं तो हमें 


2 ।_7(४--.8--7--7)7(४--०--७०-+) 
>> #! (2०7) | । ५(४+- 7)0(5, 7) जला |") 7 -फ्ामाक्त्ब्यओ मु 5 


आना ए-7// कल अलग निभा गा लत न टन िकन कर टला रन उस निफनल+ ला नलनलनीनिनिनकन हमने “नह ललल 


ध/ (बना नी) है (-०-7 9 कक ऐर(४- 8 का | 27 (४-०---+-०) 





।__ (४--०-०--2+5-+7)7(४- 2 --7--7)7(४--०----४-+ 72) 
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कुछ परिमित संकलन /7/ 27 
प्राप्त होता है । संकलन तथा समाकलन का क्रम बदलने पर 


हि 8 |. [(4--8४--7)/(४- 4 | ७) 
(29) लत बल 0777] | नल, ४)... 


(४--4-2++8+7)(4 72 नव 4 72४8 9-. --७+ 7)(४--2--]-+-7)/(4८--८-- -८ ५), 
ना त्व्ि।+का) ] 3097 58 था. 
अब (-:) का उपयोग करने पर हमें (3-2) का दक्षिण पक्ष प्राप्त होता है जिससे फल सिद्ध 
होता है । 


पिछले अनुभागों में दिये गये संकलनों में निहित फलनों- के प्राचलों के विशिष्टीकररणा द्वारा 
उनकी विशिष्ट दशाओं के रूप में कई फल प्राप्त किये जा सकते हैं । 


निर्देश 
, शर्मा, बी० एल० तथा भ्रबियोडन, श्रार० एफ० ए०, फ्रणी. )श/27ग. १6 8 500. $2. ७४४. 
१86 ]8 7२. $. 86 7१०प्रा787० 7077०, 97, 4, 473-480 
शाह, एम०, ग्रोसी० कंस्बि० फिला० सोसा०, 969, 65, 7 3-720 
मांगलिक, आर० सी०, (प्रकाशनाधीन) 
प्रग्रवाल, बी० एम० तथा मांगलिक, आर० सी०, (प्रकाशनाधीन ) 


वही, (प्रेषित) 


2. 208 जि पोश ' प 


एडेल्यी, ए०, इत्यादि फ्राशाल गुप॥75820९2060९72. +प्र7ट00705, भाग [, न्य्याक 953 
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7. शर्मा, बी० एल०, 377. 500. 50०. क#प्श८८४., 965, 79, 26-40 


५[त]37]3 ?8705॥364 /#&7053706[37 73:/7[|६3 
४०।. ।8, |२०. 2, »097]], 4975, 7३४९६ 29-32 


तंग के मध्यकाष्ठ से प्राप्त बहुलक का अध्ययन 


एस० के० गुप्ता तथा एम० एम० बोकाड़िया 
रसायन विभाग, विक्रम विश्वविद्यालय, उज्जन 
[ प्राप्त--फरवरी 5, 975 | 


सारांश 


तंग के मध्यकाष्ठ से प्राप्त बहुलक के संघनन से रेडाक्स-रेजिन प्राप्त किया गया जो 
सल्फोनीकरणा पर आयन-विनिमय रेजिन में परिवर्तित हो जाता है। इस शोधपत्र में रेडाक्स रेजिन 
तथा आयन-विनिमय रेजिन के अध्ययन का उल्लेख है 


39572 ए. 


5६प्रत4०5७5 ७: पाल एटगेएफ्रालल फ०फ्ा एं8 पैल्वएा5छ००वतें ० एचड एड7"बॉरति0/9 
(650), 29 8. &. "एए(8 थायर्य ४. छठ6घ्4098, 86066] ० 5पठॉ€8 77 (एाल्फाओएफ, 
का) (एग7९०४0५, ए]]०४४ 


पुल ए9०ए% कल 55ग्र८त #0ठा7 प९ पैटद्वाप5७०0व ० पिए 2ीवाणी04 (शिठ्ट्रॉ2) 0०0 ०० , 
तढाफबावा एणंतटत #ढत0ठड-नाद्ा। जगा 069 ब्याजी0्गद्रा00 970ए9८व 07-९%८7७7782 
7८50. 


रुस परविपलोरा (रोक्सब ) (हिन्दी-तंंग) एनाकाडिएसी परिवार का सदस्य है। यह हिमालय 
के तराई क्षेत्रों में पाया जाता है। 


ओयमाडा/- ने रुस सक्सीडेनिया के मध्यकाष्ठ से फूसटिन (2, 3 डाइहाइड्रोप्लेवेनाल ) तथा 
फिसेटिव (फ्लेवेनाल) प्राप्त किया | फुसटित तथा फिसेटिन रुस की अन्य प्रजातियों में भी साथ-सांथ 
पाये गये” ० | रुस परविफ्लोरा को छाल से (+) ल्यूकोसायनेडिन, (+-) डेलफिनिडिन तथा एक 
कार्बोनिल पदार्थ के मिलने का उल्लेखाग मिलता है। हमारी प्रयोगश,ला में इसके मध्यकाए्ठ से ल्यूको- 
सायनेडिन, ल्यूक्ो-डे निफिनिडिन एक ब्हुलक के साथ प्राप्त किये गये । 


यद्यपि इस वक्ष पर वाफी रोचक कार्य हुआ है किन्तु मव्यकाष्ठ से प्राप्त बहुलक का विस्तृत 


अध्ययन नहीं क्रिया गया । प्रस्तुत शोधपत्र में इस उद्देश्य की पूर्ति हेतु किये गये काय का उल्लेख है । 
42 6 


30 एस ० के० गुप्ता तथा एम०एम० बोकाड़िया 
प्रयोगात्मक 


(500 2.) तुंग के मध्यकाष्ठ की छीलन लेकर उसे (5 लीटर) पानी के साथ रखने से लाल भूरे 
रंग का विलयन प्रप्त हुआ, जिसका निष्कर्षप एथिल ऐसीटेट से करने पर निर्देश क्रम 8 की पुष्टि हुई । 
इसे इसी प्रकार छोड़ दिया गया | जलीय विलयन को साधारण नमक द्वारा संतुष्ट करने से (50 8.) 
चाकलेट रंग का पदार्थ प्राप्त हुआ. जो कि ऐल्कोहल तथा ऐसीटोन में बिलेय पाया गया। यह पदार्थ 
गर्म किये जाने से काला पड़ने लगता है तथा 280९ तक द्रवित नहीं होता है । रास्ट केम्फर विधि द्वारा 
इसका गलनांक 970 ज्ञात हुआ । एक प्रतिशत 0 मि०्ली० मेथेनॉलिक हाइड्रोक्लोरिक अम्ल के साथ 
0-5 ग्राम बहुलक का जल अपघटन करने पर लाल रंग का विलयन प्राप्त हुआ । वर्णलेखी द्वारा इस 
विलयन में दो पदार्थों का होना पाया गया जिनके 7९/. मुल्य सायतेडिन तथा डेल्फेनिडिन के समान प्राप्त 


च 


हुये । इस अवलोकन से स्पष्ट होता हैं कि बहुलक ल्यूकोसायनेंडिन और ल्युकोडेल्फेनिडिन से 
निर्मित है। 


रेडाक्स-रेज़िन की प्राप्ति तथा इसके गुणशधर्म का अध्ययन 


0 ग्राम बहुलक को 50 मिण्लीं० पानी, 3 मि०्ली० 40 प्रतिशत फार्मेल्डिहाइड तथा 5 मि०ली ० 
0 प्रतिशत कास्टिक सोडा विलयन के साथ 6 घण्टे तक मन्द-मन्द गर्म किया। ठण्डा करने के 
बाद शुद्ध पानी से धोने से 2 ग्राम रेज़िन प्राप्त हुआ । यह रेज्िन 280” तक द्रवित नहीं होता है, रास्ट- 
केम्फर विधि द्वारा इसका अणुभार  ,00 प्राप्त हुआ । गृुणात्मक विश्लेषण द्वारा इसमें आक्सीकारक 


तथा अवकारक गुण पाये गये । इन्हीं गुणों का प्ररिमाणात्मक विश्लेषण करने पर निम्नलिखित निष्वषं 
प्राप्त हुये । 


(॥) रेज्ञिन द्वारा अवकरण 


सात फ्लास्कीं में पृथक पृथक 20 मि०्ली० 0:25 ४ पोटेशियम डाइक्रोमेट, 05 ग्राम रेजिन 
के साथ लिया । समयान्तर के साथ इनके अश्रनुपयोगी पोर्टशियम डाइक्रोमेट का हाइपो विलयन के साथ 
अनुमापन किया जिसके निष्कर्ष सारणी । में दशाये गये हैं । 


सारणी 7 
| समय प्रयक्त हाइपो विलयन 
5220 मिनिटों में ह आयतन 

| 0 ]7:8 मि०ग्ली० 
/4 30 5:8 

3 650 4-2 

है [20 3:0 

5 80 2-0 

6 240 ०-2 

7 


00 है 8 । 


तुंग के मध्यकाष्ठ से प्राप्त बहुलक का अध्ययन 3] 


सारणी के मान पोटेशियम डाइक्रोमेट के क्रमश: अवकरण को दर्शाते हैं । 
(2) रेज्ञिन द्वारा आक्सीकरण 
सात फ्लास्कों में परथव-पृथक 0-5 ग्राम रेज़िन के साथ 20 मि०्ली० 0:25.४ फेरस श्रमोनियम 


सल्फेट विलयन लिया गया। समयान्‍्तर के साथ अनुपयोगी फेरस अमोनियम सल्फेट का अनुमापन 
पोटेशियम परमैंगनेट के साथ किया गया जिसके निष्कर्ष सारणी 2 में दिये गये हैं । 


सारणी “ 
पक समय हु प्रयुक्त पोटेशियम परमंगनेट 
मिनिटों में का आयतन 
] 0 8-3 
2 60 8-3 
3 ]20 ]7/:5 
4 80 [7] 
5 240 6*7 
6 300 । 6*-2 
प्र 360 ]5-8 


उपयेक्त निष्कर्ष से रेज़िन द्वारा ए८४++ से #८४/++ का आक्सीकरण दर्शित है । 


सल्फोनीकृत रेज़िन की प्राप्ति तथा इसके आयन विनिमय गुण का अध्ययन 


| ग्राम रेज़िन को | मि०ग्ली० सधूम गंघकाम्ल के साथ आधा घण्टे तक पश्चवाहित किया 
गया | ठण्डा हो जाने पर अभिक्रिया फल को 250 मि०ली० पानी में मिलाकर छान लिया गया, प्राप्त 
ग्रवशेष को जल से मली प्रकार धोकर सुखाया गया। इससे 0-8 ग्राम काले रंग का रेज़िन प्राप्त हुआ 
जो 280" तक अद्रवित रहता है । 


धनायन परिवतेन : 0-2 ग्राम सल्फोनिक्ृत रेजिन को 2 घण्टे तक 5 मिण्ली० 0:252४ 
काध्टिक सोडा विलयन के साथ हिलाकर छान लिया । निष्कर्ष में लिटमस तथा फिनोफ्थेलिन हारा 
परीक्षण गुण नहीं पाया गया जो घनायन के परिवतंन का स्पष्ट संकेत है। अवशिष्ट रेजिन को 4 घण्टे 
तक कास्टिक सोडा विलयन के साथ अभिकृत कर, छानकर पृथक करने के बाद इसे प्रयोग 4 के 
लिये प्रयुक्त किया । 


ऋणायन परिवर्तन : प्रयोग । से प्राप्त 0-2 ग्राम रेज़िन को 2 पम्ि०ली० 0:25/५ गन्धकाम्ल 

के साथ 4 घण्टे रखकर छान लिया । परीक्षण करते पर पाया गया कि निष्कर्ष नीले लिटमस 

का रंग परिवर्तित नहीं करता है । इस प्रवलोकन से स्पष्ट है कि आयन में परिवर्तन हुआ है । इन्हीं दशाश्रों 
में किये गये रिक्त प्रयोग प्राप्त परिणामों की संपुष्टि करते हैं । 
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एस० पी० गोयल 
गणित विभाग, वनस्थली विद्यापीठ राजस्थान 
तथा 
एस० एल० माथुर 
गणित विभाग, राजकीय महाविद्यालय, नाथद्वारा 


[ प्राप्त--मई 23, 974 | 


सारांश 


प्रस्तुत शोधपत्र का उद्देश्य सार्वीक्षत हाइपरज्यामितीय फलन का प्राचलों के प्रति समाकलन 
करना है । इन समाकलों का मान मेलिन परिवते के एक फलन तथा यहाँ पर स्थापित #-फलन के प्रति- 
बिम्बों के मध्य सम्बन्ध के द्वारा निकाला गया है| ये समाकल अत्यन्त व्यापक प्रकृति के है शौर इनकी 
विशिष्ट दशाग्रों के रूप में कई नवीन तथा ज्ञात समाकल प्राप्त होते हैं । 


27957 4८ 


(भा गशल्ट्राब्ाणा ० ग€ इलालबॉएरत फफ़ुलाश०णाशणंट णालाींणा जशांती ए०छश९०टा (0 
एकाशाशश$ड 287 85, ?. 6098, ॥0९5थ॥767 0 'शववांगिलालशए।08$, 3. ५. (06९286 ०0 375 2० 
50 ंंधा००, फ्रद्ाबशतओ। एा१0ए27, रिक्युंबशीलशा। बात 5.7.. ७४४४प०, 06920 067 0९ 
चिवा005, (0ए2८77०7॥ ९ए'0९2९, ४7० फ्रक्चा9, रि०]858-2877. 


बल थांए ए पड 999७7 758 [0 ए6शाबा68 06 एथालाब्ोारटत ॥799०2९0०7९०॥० प्राएट7/05 
ज्ञात 76506९ (0 076 फद्याधा०ला$, 656 व्ञाब्शाधोंड 78ए8 छ56९०) €एथाएथ४८ट0 ज्ञात 76 ४९95 
0० 2 ए240707 एठज़लला 6 3265 एा 8 पिाहएाता 7 096 १९ (875077 2800 ॥ (6 
अ-फपिएलाएणा फक्याईठाण 8४४०॥96व क फ्रांड 9879०... 7656 काध्श्ाब्ों5 6 वा शाला 
ग प्रक्वापराठ 70 ज९९ कद्यांएप8 तॉलश' ॥6ए 870 [त0ए7॥ 76०279$ 85 0०7 50००४) ०85८8. 


.  भुख्य प्रभेय : 


यदि >&?77 (2) 6०.(0, ००), ?०(9/):>0(/+-, ..., ?!), २८(ध:)< | (#-], .... 77) 
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८८ ( 
4 सन (०५) ध्य्स (०))- ग् (8, गण जे (3;) 70, तथा था& ४| <<()9)4#, 
3. ॥््न्जै य़ा 


7-88) 77 7(- ०४ + व) 
५ --+----+++++++> वी [20 : £+/ ४$ 4६ 
7 7(-2/+9 77 2(०४४- ०४) 


धन 





] | न 
2क%,/ -० 


हि 77, | (६:, ०१)१, दि * 
न्न्स 0220 ही ४] ु (-) 


जहाँ. 06) (४), ५), # प्राचलों के अनुक्रम (6, ०५), ७ (4 ०७); के लिये आया है। 


(४) 2 /(0 : ४] संविदित मेलिन परिवर्ते | 2८577 720) 4४ के लिये और 
ह, ४ | (4), ०४)॥, # . 77, 7: (4), ८. हा 

() गम | (2): %, ० हा 8))., ४] | | (8 8), | /(>0 4४ 

गुप्ता तथा मित्तल [2, 9. 42] द्वारा परिभाषित क्न-फलन परिवत के लिये आया है 


उपपत्ति : [], 9. 594] से 


गे (7 72, - 00 27 7(]--०/+ ०४३) 
हि 6० न ट 77.7 | 
न शल (25) ६ ५ ० 5४ 
(72 2((-2/+/]9 7 7(८४- ०४) 
*८(5 4 [+-7. 





(ध;,४१)व, | । 
७ 80.5] (072 


अ्रब (-2) में दोनों ओर &?-? /0 से गुण करने पर तथा 0 से ० सीमाओं के मध्य ड के 
प्रति समाकलित करने पर तथा इस प्रकार से प्राप्त परिणाम के बाई ओर के समाकलन क्रम को 
परिवातित करने पर वांछित प्रमेय प्राप्त हो जाता है । 


2. समाकल : 


प्रस्तुत प्रपत्न में निम्नाँंकित समाकलों का मान ज्ञात किया गया है : 


प 7७-88 री 70 -श+गही7(०+६८/)7(2/+/) 


].(+४० 


रमन 





ना 7 


2? 
[7 7९ "थ्ष+ 48) व ग(ण- कही छ+#+ 27%) 
> (7५(०-+3£, /+ 8-3, / ४ 4-:/5 क-+/८-- ०-३६, -7; 4) ४ वं६ 
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् 8 8 ० अंक पी ([--2--:/४--४, 3),(]--2/-20 ),(4;, ८))7, 
पु मा) ((-०, ४) थ | मिके ए+४ | (98), 8)4, ७ (3 :/:--०--५४, ३) | 


(2/) 
जहाँ (6) 7(6--४) से 4 (ध--2)/(०-- 2), 


(४) (४०:०2, 4) से प्राचल (4--2,०), (4-- 2, ०) का बोध होता है । 
समाकल (2:]) वध है यदि निम्नांकित प्रतिबन्धों की तुष्टि हो : 


९८(०)->>०0, /२८(७) >> |7?४(;०)|, २९(9,) >0(755, ..., 7४), 2१९(०:)<] (४--, ..., #), 470, 
(शि९ ७|[< (३) 4ग तथा जाए +९०(2,)/(8,)):>20( 75-, ..., #!१)* 
/ा 7 / 2, हि किक रद रन 
५ 2 गा 2यत- कम गदर) 
] /कण 4 3 
7 ही 


है 4 
४४ ॥7(--8/+/8) 77 7(४/- ०४) 
727+7. |-+-3 





2 | ]-+%»#+-+ ६+- 2: /० ठ श्ऩ : रा 4८ 


29-- 0 +- (४--20 
( हि पा » ) * (4]$ 5))॥५ | 
(6, | )3, 0 


बशरतें कि 2२८( »--»--2)> [२०(/)|, 2८(८)-००, 7१९(2;):>0 (#55।, ..., 7४), 2?९(4/)< (75-, ..., ४) 
“->0, |[आ8 58< (29)4 # तथा पा 7२०(०॥/॥))) >0(/5-, ..., #0. 


(९ 777,724-2 
कस ओं ->्द्ञाप्फलन्ना+-+-. #ं, | ह 
//00, ( 29 )( रु 2, ४0) * ५ 





(2-2) 


73002 700 7 ] 


] /#न 
| 
थेता | ..0 (० 





8 7 4 7 7! 
रात - 8/--/१8) (४ (6/-०:६)२(७+६+-०) 
 । गा जे ; > ! “+्र ? ध्ज ” ब्क । ) ली 


# 46 9 सन वे ता लि 7 288 7 

५ जिला: 3), (, 4 ०5)7, ” (2-3) 
(2,, 3))] (5 ( -+ 0 --7-- 20 ) न्‍ं 

जहां 0) :(४--०--८) से (०-४ -- ८)7(०---9+ ८)7(०- 2 -- ८)7(०+ 9-८) 


(0 
ह। 


बा, (४ 77, 7-+-4 
७0% डीसी न न-+-+- नामक नकन+ «नम» कनननन 
22804, (3५ ५)(+- -9 ५४) 2+49 धन थे 





(0) (४-:०--८, ०) से प्राचल (८--४--८, ८) (ध--9-०,०), (४--8-+-८, ०), (४--2-८, «) का 
योतन होता है । 
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समाकल (2-3) निम्तांकित प्रतिगन्धों के अन्तर्गत वैध है : 
“2(०-+०)> | 2०२) | + |०(५०)|, 720/)>0 (/5-, ..., #), #०(८/) <_] (४>२॥, ..., ४), 4>0, 
श्थि8 5[<(३):4# तथा फ्ांत 7९०((० 8;))>20 (/--], ... » 777), 


 ए7(७-98) 7 70- बु+गहीया 7472727 । 
नऔब0छ थ है 4 हे 


] | ४ 
। 2, आए चाय आय लत 


77+ ] 


॥7+, 


कटनी] ) )- 
>< निकल ४ “5/+ हा “लाई $ जैन, ७-+-7, 3५४५ ।: ८ गम व६ 


है -+- | मै 
(727 पे ई ध ४) “5+ गम | द्वध 


बेर +>न्‍न्‍--कभ, 
न्‍्मनममनकाण अरनालकान«+>«नमञ>»क- 


“0 (+, 2/+ , 00५], 2 


77, ४+3& 
> 85, इक 


2-9-७४--४-- ० - 20 या मर ज 
( जलन 3) (०५,०));, », ( ््ड्ड्श्ट । 3) 
5 (2 4) 


04688 2: 
५8% पी ए40-० ,३) 


बशर्ते /९९()-- (४-+- ४--/):> 0, “१९(८):०0, 7९९०,) 0 (/+5)१, .,., ४7), “(४(4)) << 4(४+5], ...3 72), 
“4->0, |का३ ०] <(३).4ल्‍ तथा एंत “९८((०;/8))) 0 (/575, ..., %7). द 


उपयुवत समाकलों में (4; ५५), / से (०,, ०:), ..., (4५, ०५) श्रोर (८, ») से 4(८-+- )...(4-[-# -_ | ) 


(६-४) के कफ 
वा जूक: का द्ोतन हुआ है । 


समाकलों की उपयतस्तियाँ 


(2'4) की उपपत्ति : (2 ') में यदि हम 
(20 -#ऊ्री-श-2 क्र ४(4०)४ ८(4-४) ०, (8.४) (25) 
मानें तथा स्‍4[./(20 : £--/] का मान ज्ञात फल (2"5) [, 9. 605] तथा (25) के #-फलन परिवर्त 
की सहायता से [3, 9. 5], निकालें तो वांछित फल (2"[) प्राप्त होगा । 
(2-2) से (2-4) तक की उपपत्तियाँ : इनकी 3पपत्तियाँ (2'4) की उपपत्ति के समान है, अग्तर 
इतना ही है कि यहाँ पर (25) के बजाय हम /) के रूप में निम्नांकित फलनों को लेते हैं । 
(22)5-%४ ध /(4०) 7, (8:) *« ४० « (26) 
>0च्त्थ्ा? ड) (4०) #, (4०) मा, (82) * » » (2-7) 


सार्वक्षित हाइप रज्य|मितीय फलन का प्राचलों के प्रति समाकलन 37 
(20557) (4०0 7,(५०४ 7,(285) +- %& -#- 258) 
(2:]) से (2-4) से प्राप्त समाकल प्रक्ृति में अत्यन्त व्यापक हैं और यदि हम इन समाकलों 
में #, #, 9, 4,०५७ तथा 8!5 को विभिन्न मान प्रदान करें तो कई नवीन तथा ज्ञात समाकल प्राप्त होंगे 
किन्तु स्थानाभाव के कारण इनका वहिष्कार किया जा रहा है । 
कतज्ञता-ज्ञापन 
लेखक डा० के० सी० गुप्ता के अत्यन्त आमारी हैं जिन्होंने सब प्रकार से प्रोत्साहित किया । 
निदंश 
. गुप्ता, के० सी० तथा जन, यू० सी०, प्रोसी० नेश० एके० साइंस, इंडिया, 966, 364, 594-609. 
2. गुप्ता, के० सी० तथा मित्तल, पी० के०, जनें० झ्रास्ट्र लियन संथ० सोस[०, 970, , 42-48. 
3. मुखर्जी, एस०, एन० तथा प्रसाद, वाई एन०, मेथ० एजुकेशन, 97], 5, 5-2. 


५४]73॥73 ?37"5॥306 /॥705370॥3॥ ?930॥॥6 
४०। 8, |४० 2, 2797]8, 4975, ?9४०४$ ।39-50 


सार्वोकृत कोबर संकारकों के कतिपय गुण 


आर० के० सकक्‍सेता तथा आर० के० कुम्भात 
गणित विभाग, जोधपुर विश्वविद्यालय, जोधपुर 


[ प्राप्त--जून 42, 973 ] 
सारांश 


प्रस्तुत शोध पत्र में हमने अ्रश्नतिम प्रमेय की तथा अपने द्वारा प्रयुक्त सार्वीक्षत कोबर के संकारकों 
के लिये एक विलोभन सूत्र की स्थापना की है। इन संकारकों का सम्बन्ध हैंकेल परिवर्त, कोबर के 
संकारबों तथा लैप्जास के संकारकों से प्रदर्शित किया गया है। 


6059८ 


60706 फाक्‌॒थां25 ण इथाशथबॉर०त एकल गृुशनबॉण$5. 329 ऐ. ॥6. 885079 था।तं . &. 
हु प्रयणाना, क्‍0९028077९7 07 पा व08, ग्राएटाआए 0 304/75प77, ४/880970. 


]॥ ॥#38 987९7 ए९ 78ए९ ९४४०॥9॥606 प्रांदप७१९5४ (60%7, क्षा्त था एशआं०णा 077एॉ6 
07 [6 6 8थ7]०बीशटत (060९७7१8 ठएुथवाण$ गी005प70९6 ढक 099 06 ब्याण5 [6, 9- 3] 
[0 ॥73 0प्रावाक्ा,.. >प्राश्ा' ए श४९ 76 70075 0० 656 092407 शांत तथा एक्वा3- 
[00770, <060675 07श23075$ 76 4,9[07806 ०79०8 05. 


. परिचय 


प्रस्तुत शोघ पत्र एक पूर्ववर्ती प्रपत्र के क्रम में है कोबर के संकारकों का सार्वीकित रूप में प्रयुक्त 
किया गया था । 
2[/(20]557४०, 8, %, १:००) 


अटव-0 (४ मु 8-व[7 [ 
न्न्य | ॒ 77(%--7)९77? (०, 3, 0; 4 -22) (0) व ((*|) 





तथा 
#[#/०05#[०, 8, % » :/(>)) 


हि के _] हा २ जा 2 नो ् 


40 आर० के० सक्सेना तथा आर० के० कुम्मात 


जहाँ #(०, 8; »; ») से गाँस के हाइपरज्यामितीय फलन का बोध होता है और ०, /, ५, » तथा ० 


मिश्चित प्राचल हैं । 
संकारक (!:) तथा (.2) निम्नांकित प्रतितन्धों के अन्तर्गत विद्यमान रहते हैं । 


0) €9, 4< ००, # न चत 


(0) 2२४ (५) ८ /२४ (5, »)>०9 


आल (2-०-४)>० 





(9) 00 ६7५(०, ००). (।3) 
2, अप्रतिम प्रमेय 
प्रमेथ ॥ यदि /((:0 और /(0 >>0, में संततत हैं 
तथा ०, 8, ३, 9:/(00]55:व०५, 8, ९५ १: /५(०)], (2:) 
दोनों ही समाकल अ्रभिसारी हों तो 
0०) 5४क(००: (22) 
अप्रतिम प्रमेय को सिद्ध करने के लिये पहले हम निम्नांकित प्रमेयिका को सिद्ध करेंगे 
यदि #0०, 8, १: 9: /(००)० (2'3) 
तो /00550 (2-4) 
बशर्तें कि [>) *>0,/20 6 7५(0, ००) में संतत हो । 
उपपत्ति : (-) तथा (2-3) से (2:5) की प्राप्ति होगी 
पक | /(४-॥)९-:१ 4/7 (०, 3; 9; ] 0) ८४७०. (23) 
(2-5) को 
मा ला 0६ 
0७, 0), 2.6, ०+३+-9-०), /४(४, ४+- ४:०० - 0) 
से गुणा करने पर जहाँ ७>2%, | धा8 ४ | < (5 शा | गा, २९ (०) एय॥। [#९० (०, 9), + ;| भ्रौर 


(0, ००) में & के प्रति समाक॒लित करने पर 


सार्वीकृत कोबर संकारकों के कतिपय गुण 4] 


5 
०] 4...9 
० 0 प४॥ 30 .] ह हर 
0 4॥7, के | ५ ९ 


/५(॥, १/ रो ०), /3 (#, 7१) पे तु 055 ०--/9) 





0(७, 0), 0५0, १4०--९ -०), (४, ॥+०+-०--४) 
आन (हे रा । 
« कक (-0 का % 6; » -|/) 76) ४ 4०४०० (2-7) 
(2-7) में समाकल के क्रम स्थानान्‍्तरणा से, जो प्रबिन्धों के अन्तर्गत समाकलों के पूर्ण अभिसरण 
के कारण बंघ है तथा [8, 9. 539] की सहायता से <-समाकल का मात निकालने और फिर 
[2, 9. 209 (7)] के बल पर हमें (2-8) प्राप्त होता है । 
कं 6 2 ] ४--] 
| 7 ० /0) 6६. (५5) 77 | 0, >, -.७ +_-| ८550 (2-8) 


(2-8) का ० -फलन सक्सेना के सृत्र [7. 9. 40। (4)] के फलस्वरूप सरल हो कर 


४-/22५)7/१७-० 67% 2 | ०] --९४७ (- 2/7/) (2-9) 
हो जाता है । 
अत: (2-9) 
्ि /-० /) ०५७ (--2//0) 4/--0 (2-0) 
या 
। (0-गगकन (70) ७ए (--2/) 4-50 (2-) 


में समानीत हो जाता है | चूंकि 70 में 7१(०)<+ पु तथा 76) संतत है, अतः फलन #९([-- ०)/४-]॥ 
तथा /(/5/) दोनों ही />»0 में संतत हैं। उनका गुशनफल भी इसी परास में ऐसा ही दहै। अतएव 
लचे के प्रमेय [5, 9. 339] के सम्प्रयोग से 
/7/77-०)-१ /((९/४०)५:0 7:>»0 (2*2) 

जिसका अर्थ है कि 

(४४४०5५८5० 7:20 (2-3) 
इससे यह निष्कर्ष निकलता है कि 

/0050 770. (2*4) 


[42 आर० के० सबसेना तथा आर० के० कुम्मात 


इससे प्रमेप ! की उपपत्ति पूरी हो जाती है जिससे निम्नांकित श्रप्रतिम प्रमेय प्रत्यक्षत: प्राप्त 
होता है । 


प्रमेथय 2 यदि /(०) तथा (४) ४0 में संतत हों 


#&(०- /, % %; (00]5७४ ४०, 08% /५(2)] (2'-) 
भोर दोनों समाकल अभिसारी हों तो 
“7(2)52 (००). (2:6) 


3. विलोमन सूत्र: प्रमेथ 3 यदि 7(/>0]--/श१०, /£, ०, 9: /0] 


कप टू [नम 7] 0 न न $ 4 हि ॥॒ !4॥ 
तो (2 [/(/--)2+/(४-)]5- ठग ॥7 | से 
/ (ग + 0+4--०-४ ) [7 447९ [९ »:)] ) थं५ हे (्‌ 3*4 ) 


4 (9/+--७४)2 (५+-०+ 4-- ०--/ - ४) 
जहाँ //(/१[7/(०)) से /([/(४)] का मेलिन परिवततें सूचित होता है । 


वंधता के प्रतिबन्ध निम्न प्रकार हैं : 
(3) (४) बिन्दु 77१(४:०0) के सन्निकट परिवद्ध विचरण वाला है 
(0) /४) ६ //(9, ०), &/9<:2. 
जब 70) /-४(४:0) पर संतत होता है तो (3-) का बाम पक्ष 0) हो जाता है और हमें 
(3-2) प्राप्त होता है 
८४ 7(५+-8----०--७)7(4-७----/8--४) ,_ 


। .. द 
५ 2 वन 2 | आफ जा 0 तक 
2 /4(/( /००) 48 (32) 
उपपत्ति : [6, 9. 34 (3-2)] से 
की कह ६ ताल अं आा/ «हा. आन ह 
बी आल हो गत छाठय का -#-ऊ 70) (3-3) 


मेलिन विलोम प्रमेय [9, 9. 42] के सम्प्रयोग से तुरन्त ही वांछित फल प्राप्त होता है । 


सार्वक्रित कोबर संकारकों के कतिपय गुण 43 
प्रमेय 3 की पुष्टि के लिये माना कि 
/त[्‌/(0)]--०७ ०५ ,(42) (3-4) 
तो [ 9. 330 (22)] से हमें (3-5) प्राप्त होता है । 


/ (३- ७) (४+ ४ 
(गा) ठक फत 759) (355) 
(32) में ॥/(/?[7/८)]) के इस मान को रखने पर 


|| हा 
0) 5० ढ़ 3,4 | टेां (3-6) 





०७--१)-०, 2-9१- 9, /2 | 
2, “2, “77, ० +-/2--१ -- 0 


जो 6-फलन की परिभाषा के कारण है । 


यदि हम 75) के इस मान को (-]) में प्रतिस्थापित करें और फल [8, 9. 539] का उपयोग 


करें तो 
/2 
ल्‍ः 


9, -++ 


वा गे 


१., 7. 
/श्‌ 0] +-न्‍ 4] 2० 





प्राप्त होता है और श्रन्त में [, 9. 374] से 
प[/(४)]--९४7४४/, (4०) 
प्राप्त होता है । इससे विलोम सूत्र (3-2) की पुष्टि हो जाती है। 
इसी प्रकार की विधि का पालन करके निम्नांकित प्रमेय की स्थापना की जा सकती है । 


प्रमेय 4 यदि # [(2)]5-+[०, 8, % ५: /(20] 
| 60 
तक |. 7 /0-केशा आओ ० 8 ४ -4)700 ४ 


तो 2 [0:0+76-) 5] (|... 


 (8। धप-३००० ०“ ८०7 4 


4 (7+ १-४ - ०)7(0)+-%-+४-/) ._ धर 3-8 
का तक जल कम (3-8) 


जहाँ /(/) बिन्दु 7 --::(:८::०0) के पाएवेत॑ में परिबद्ध विचरण वाला है । 


44 आरण० के० सक्सेना तथा आर० के० कुम्भात 


यदि 70) 7-%(४:>0) पर संतत हो तो (3:8) का बाम पक्ष 


_] .. (कि्त 7(॥ ४-४-०)/९०८१--४--/) 
2 थेवां हक ४-४7 ४ (रत 5) (३-१४ ७०--/5) 


77/॥/7८[/४)|) 45. (39) 
4. सार्वीकृत कोबर संकारकों तथा हँँकेल परिवर्त के मध्य सम्बन्ध 
फलन (0) का हैंकेल परिव्तं समाकल समीकरण 

प्र: धो 67, 02)70) 4/ (4-]) 


द्वारा परिभाषित होता है जहाँ 20 


इस अनुभाग में हम मिन्नात्मक समाकलन संकारकों ॥? तथा # का सम्बन्ध /(/) के हैंकेल 
परिवर्त के साथ प्राप्त करेंगे । प्रमुख फल दो प्रमेयों के रूप में व्यक्त हैं । 


आगे निम्नांकित फलों की श्रावश्यकता पड़ेगी : 





०, (, % 0, २)(२४))] (472) 
न्‍्न्ठ प्र के ' ] हा । करिए | 
“ [2 7 | (935) (८7% 9,8 ००८७ 0, 8-१-% 0 
तथा 
/#[०, 8, % 9५ २३(७८०)) (4 3) 
मी | कं हक कक य। 
2. ०४१ ४ (0 4) (१-%--५०-- ४, ); (2: 5) (- 52 न] 


जहाँ (५३ 4 )१)>0 तथा 2>0, 
प्रमेय 5 यदि . तथा #)[7: ४] का सम्बन्ध (0, ०0) से हो तथा यदि /२८ (॥--)१):>0, 
7९४ (8) >0, 2२४ (॥+-०9--०-/+१)२०० तथा 20, तो 
शृ०, 8, ५, ७ : 05 $(2 : 2)9)[/: 2] 4: (4-4) 


ह 


जहाँ 


द (जा !), (०+-/- १-५, [) 
(45) 


| 
३5) (- 95) (७-०८ 0, (-१-% ॥) 





] 
|.9 
(२: 275 44,८ ; थ्र 


स्वाक्वत कोबर संकारकों के कतिपय गुण 45 
उपपत्ति: हैंकेल विलोम॑ प्रमेय [9, 9. 52] से 
४ ()55 254 [27702 व2 : - (4-6) 
अत: 

घूम #& % 8:/०ण | इस): व] खू०, 8, % )0:२३००)] # (4-7) 
प्रमेष में कथ्ति प्रतिबन्धों के अन्त्गंत समाकलन के क्रम में परिवर्तन वध है । 
सूत्र (42) के सम्प्रयोग से प्रमेय प्राप्त होता है । 
इसी प्रकार (4-3) से निम्नांकित प्रमेय प्र।प्त होता है । 


प्रमेय 6 यदि / तथा फ्ता[#: 2] //(0, ००) से सम्बद्ध हों तथा यदि 76 (॥--2)>0, 
2 (9):-०0, १2 (॥+% - ०-/१--२)> 0 तथा 2>-0, तो 
#[०, 8, ५, »:/20] गा ४(5: 2) घ) [/: 2] 42 (4-8) 
जहाँ 


(१-+-१-०, 7), (१+%-॥), !) 


(१) ), (१-%-०-॥), ) (5 2) । है ] (4-9) 


2 3.0 [ 
30 (00 5 20८ ठ ५ स्‍ः ट्र्ड )ै 
2 2 





5. सार्वोकृत को बर तथा कोबर संकारकों के सध्य सम्बन्ध 


(।:[) तथा (-2) द्वारा परिभाषित संकारकों को कोबर संकारकों के गुणनफल [4, 9. 93], 
के रूप में व्यक्त किया जावेगा | कोबर संकारक निम्न प्रकार से परिमाषित होंगे । 


्प ं >>, (५० 
हथूब 8:एणिन कल |, 0४-79077/00 ४ (5-0) 
तथा 
9 
#*[०, 8 262 | (/->) ५-7 /-0-१ /४) 4/ (5-2) 


यदि ॥४(7/0)) या #5) 70) का मेलिन परिवत हो तो व्युत्क्रम मेलिन परिवते 


/005>9 [, 707 (5-3) 


42पं 


होगा जहाँ ८ जटिल ७ तल में एक उपयुक्त कंटूर है । 
48? 8 


46 गर० के० सक्सेना तथा झ्रार० के० कुम्मात 

प्रमेय 7 यदि () (॥/+७--«०--१+-) >0, (8--०):>०0, 

|। है 8 8 
0) /09 57(0, ०), (की) (00076) ६2. (5-7०, 5+7००) 
(7) झा 7#[०, 8 :7/(2)] € 7(0, ००), (४ &7/ /![०, 8, २, 9 :/(2)] & /(0, ००) 
ग्रौर 7>-5»४ के निकट परिबद्ध विचरण वाला हो तो 
०, 8, %, 5 :/0]-7२४[०, ॥+9-०- 7#[8--6, #: /7४))] (5-4) 
उपपत्ति: प्रतिबन्ध () तथा () से और [4, 9. 93 (59)] के कारण संकारक # तथा #* का 


अस्तित्व है और वे /(0, ००) से सम्बद्ध हैं। (5-3) में संकारक #ृ&-०, ३:/(०८)] का सम्प्रयोग करने से 


0+6९2 


4060-०७, २: /(४)] 8 उाकन" | (/--2) १-०-7 ५८० ि ; | (७) ०5 धंड... (35-55) 


चूकि (5-5) में समाकल पूर्णतया श्रभिसारी है अत: पहले हम < के प्रति समाकलित करके (5-6) 
प्राप्त करेंगे । 


. /ी--_+_  “(४-७+7)/(७) 6 
/९*[8-. ८, 7 :/(४)] हम ै /60/--9७6 2, हे | [ हु धर (5 ) 


पुनः संकारक /२₹*, के सम्प्रयोग से 
0 [०, 4-9 --०--8: #१*(8-- ८०, १:/(>)) | (3-7) 
4 (9 ४-)/ (५५ 0--०--/१- 9 +-)/7 (७) 








36 6 (0076३ 0 4 
[6, 9, 34 (3-2)], सम्प्रयोग से 
4९४[०,०7--)-- ८ -“/ : १*(0-- ०, 9: /(2८)) | (७'6) 


लक | 0५ 8, % 9:०0] >+ # 
अन्त में (7) तथा [0, 9. 46] से हम यह निष्कर्ष निकालते हैं कि 
०, 8, % 8:/00]-7ू०, ॥+8--०-8: #(8-- ५, 4: /[०0)]. 
प्रमेय 8 यदि 0) (॥+%-० -/):>-0, (»/-०):>0, 
0) (00 520, ०), (0) #[/0)-70) ६०.(3 -+० कः /००) 


60) ४77०, 8:/00] ६ 7(0, ००), (७ #-/थ+टृ७, 8, ७, »:/(०0] 6 2(0, ००) 


सार्वेक्षित कोबर संकारकों के कतिपय गुण 47 
तथा 795-» के निकट परिवद्ध विचरण वाला हो तो 
/[०, 8. % »:(22]5#*०, ॥+३--०-: #*(,- ०, 4: /(>2))] (5-9) 
उपयुक्त प्रमेय की उपपत्ति प्रमेय 7 की भाँति है । 
6. 7 तथा 777 संका रकों के रूप में सार्वीकृत कोबर संकारकों का द्योतन ४(20 के लंप्लास 
परिवतं को 7/((०)) द्वारा व्यक्त करते हैं और 
7३00) | «२ $00 ००००-४७) (6-[) 
द्वारा परिभाषित करते हैं। (64) में (7) तथा ४(४) जिस प्रकार सम्बन्धित हैं उससे ४(४) का 
विलोम लेप्लास परिवतें 27? को निम्नवत्‌ लिखा जा सकता है। 
“7 (४४ '5+६ (४) (6-2) 


प्रमेथय 9 यदि () (॥+9-० - 8--)>0, (8-०)>0, ॥>0, (४) /(0 6०.(0, ००), 
(॥) >77/१/(७0) ४2.(0, ००), जहाँ 70) बिन्दु 7>-» के सभीप परिवद्ध विचरण वाला है (ए) ॥(/(0) 
नी 5) 67.३ - 7०, $+7०0) तथा (५) ४77 /([/()] 6 /(0, ००) ओझऔर 255४ के निकट परिबद्ध 
विचरणा वाला है तो 
अागी-॥-१ 7 [०7-77 [९-१७ /(४१/००)]))] 
नत्तृ०, 0, ९, 9:०0] (0-3) 
उपपत्ति: प्रमेय ? के 6) तथा (07) प्रतिब्न्धों और (-3) से उ([/0 तथा #[/(0] दोनों 
विद्यमान हैं और सम्बद्ध हैं तथा (3-3) भी सत्य है। (7) तथ। (5-3) से हमें 


है| ] फ् 
४) 5577 | (७)>7* ०8 (6:4) 
प्राप्त होता है जहाँ ८ रेखा ०--)३ है । 
> की अपेक्षा & का व्यवहार सुगम है श्रतः (6:4) में हम 5 के स्थान पर ([--5) रखते हैं और 


तब संका रक 7,%? का प्रयोग करते हैं। प्राप्त फल इस प्रकार हैं: 


7 आज कम 0 ही, कऋ/] - ४७- 2 । 
॥[<>7 (२) 5+ | ८7१४५८१ त्ति 8 (| - ७)»: 5 | धर (6:5) 
रेखा ४>-३--४7, पर > के घातांक का मुख्य अंग ॥--३ है । (५) से हम सरलता से निगमन 
करते हैं कि #( - ४) 6 7३-7०, $+7०) तथा (0) से ॥--3:>--$ भ्रतः (6.5) में द्विगुण समाकल 
पूर्णतया अभिसारी है। फिर हम पहले < के प्रति समाकलित कर सकते हैं जिससे (6-6) की 
प्राप्ति होगी । 


]48 ग्रार० के० सक्‍्सेवा तथा आर० के० कुम्भात 


(6-6) से हमें (6-7) मिलता है । 
777 [/१-९ /(&7/>0)/] (6-7) 


अ्ननिना5 
अनननाननन, 


जन राग (व ान्‍्ज हत-) % 
277 / € (गे ०--०८- ४) 


व 


चौंकि [3, 0. 3000 (4) के 2] में दिये गये प्रमेय के प्रतिबंध संतुष्ट हो जाते हैं अतः हमें 
(6-8) प्राप्त होता है 
7.-7[7%-९ 7४7 /2))] (6.8) 


] (१ न ५) ॥.,8-.- -3%7 
दा अमल 20 2 0 2200 
0 | 4 (॥+0-०+ ४) ( ) 


पुनः संकारक 7.7 / के सम्प्रयोग से (6-9) प्राप्त होता है । 
7८ 777 [[४-०९ 7 (|! /(०)))॥ (0']0) 
पा मी 2(0+5४)7 (0 + 8--०-/१-+-७) 7-8 +0०+।0-8 ॥7] .... ९ 
त्ठ्प प्र शाप टन अर म ज #(--४) ०. 
इसी प्रकार संकारक //777* के प्रयोग से 
7-0 [#7५7/(>7 //7 [[९८० 7.(४7 />2)] )] (6-]) 


सिम । _2(४45)2 (0-४ 07५०-९7 5) . आध+0-॥ 48 हा] _...0) 66 
2्क्ां | 68 (१ न 6 0, न ७) 4 (१ न 6 सकल ४ | | ७) ; ै ( || ४, ) तै 


%7+ 6-- ॥8/। 


स2व7नां 


अलननननननन, 
लगना. 


[| आन, # % ० यो हए)४7 # 
प्राप्त होते हैं । (6:0) में ४ के स्थान पर -5 रखने से तथा (3-3) का प्रयोग करने पर (6-0) की ही 
माँति कंटूर ०८5३ रेखा होता हैं । 

प्रन्त में निर्देश [0, 9. 46] में दिये (४) तथा प्रमेय 29 से, यदि //«>क तो हमें (6:3) की प्राप्ति 
होती है । द 

इससे प्रमेय ? की उपपत्ति पूरी होती है । 

प्रमेथ [0. प्रभेय 9 में दिये गये प्रतिबन्धों के साथ, जिसमें अपवादस्वरूप #0०, 8, %, ० :/(-४)] 
को ०, 8, % 9:00] द्वारा प्रतिस्थापित कर दिया जाता ना 

कोन ०१०० 7 [7०767 777 [7०९ /(४१- /0)))),-4// (0"2) 

न्त्[०, 0, ९, 0० :/(<)| 


सार्वीकृत कोबर संकारकों के कतिपय गुण [49 


यह उपपत्ति प्रमेय 9 को ही माँति है । संक्षेप में, हम (64) से प्रारम्भ करते हैं श्ौर & 
को &-? से प्रतिस्थापित करते हैं। संकारक < तथा 77? से (6-0) की ही भाँति समाकल्य में 


2 (०+४)7(0+0-7० ८0 /४) शा हो 
(7) +- 0--७--७)/ (॥+ 0- ! ७) प्रवश हांता हे | 





ग्रत: [6, 9. 34 (3-4)] के फलस्वरूप समाकल्य में ॥(#([०, 8, % ५ :/(20]<+* /+%) रहता 
] 
है । » के स्थान पर 7. रखने पर तथा (64) का पुनः उपयोग करने (6:2) की स्थ।पना हो जाती है । 
7. संकारकों के तात्विक गुण 


यहाँ हम संकारक (:7) तथा (:2) के कुछ तात्विक गण दे रहे हैं जो निम्नलिखित परिभाषाओं 
के फलस्वरूप प्राप्त होते हैं: 


गए करू०, 8. %, 9 :/(७7)] *#[०, 8, % 0 :/()] (7*) 
ल्‍ग #०, 8, % 9 :/)]-०, 8, % » : 20] (7-2) 
20 (०, /, %, 9: /0]. _|/ श[०्, 8, 3-१५ ०: २" (४) (73) 
> #[०, 8, % 5: )]. क्‍ झा 8, 4+) 5: ४ (०) (7-4) 
यदि 
/०, 8, % 9: (20) 55४8(००) (73) 
तो ०, 8, ०, 9 :/(००४)] +58(०००) 
तथा यदि 
०, 8, % 9 : >(७)] २९(००) (7-6) 
तो ०, 8, % 9 :(०००]5०४(८०)। 


(7-5) तथा (76) सम्बस्धों से संकारकों को समांगता ब्यक्त होती है । इनसे प्रकट होता है कि 
चाहे ४, » या 77559 के प्रति कैसे मी प्रयुक्त कयों न किया जाय, दिये हुये फलन /) पर कोई श्रन्तर 
संकारकों को नहीं आता । 


कतज्ञता-ज्ञापन 
लेखकद्य प्रो० श्र/र० एस० कुशवाहा के श्रत्यन्त आभारी हैं जिन्होंने हमें प्रोत्साहित किया। 


लेखकों में से एक विश्वविद्यालय अनुदान आयोग के प्रति अधिक सहायता प्रदान कर ने के हेतु आभार 
प्रकट करता है । द 


50 आरण० के० सक्‍सेवा तथा झ्रार० के० कुम्मात 
निर्देश 


4,  एडेल्यी, ए० इत्यादि प'॥७]९४ 0 गाल्शाकषं 78730775, भाग 3, मेकग्रहिल न्यूयार्क 953 
2... वही, म्रांडाण प्राथ्चाउ०्ट्रातध्याथ कणा०धं०5, भाग ।, सेकप्राहिल, न्यूयाक 953 
फाक्स, सी० , प्रोसी० अमे० मेथ० सोसा०, 97, 29, 289-306 


अर «. ए० 


कोबर, एच०, क्वा्ट० जन ० संथ०, आक्सफोर्ड, जिल्द ॥, 940, 93-2[] 

लच॑, ई० , एक्टा मेथ०, स्टाकहास, 903, 27, 339 

सक्केना, श्रार० के० तथा कुम्भात, आर० के०, विज्ञान परिषद अनु० पत्रिका, 973, 6, 3-36 
सक्सेना, आर० के० / प्रोसी० नेश० इंस्टी० साइं० इंडिया, 950, 2643, 400-43 

शर्मा, के० सी०, प्रोसी० कैम्ब्रिण फिला० सोसा०, 964, 60, 539-42 


स्तेडान, प्राई० एन०, &0प्रांश' ए7थ४0775, मकग्राहिल बककम्पनी, 95] 


(० ० :७ 9५ 


0. टिश्मार्श ई० सी०, ॥गर7007०0० (0 (9० 06079 ० ४00०० ॥6278]$ क्लरंडन प्रेस, 
आक्सफोड्ड, 937 


४][73793 ?9।530 /४]705370[]3]॥ ?9:॥[८9 
४०]. 48, ॥४० 2, 097[, ।975, ?३8०६४ ।5[-।63 


म॒दा में लोह तथा मैंगनीज की उपलब्धता को प्रभावित करने वाले 
विभिन्न कारक 


शिवगोपाल सिश्र 
रसायन विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय 
तथा 
श्याम सुन्दर त्रिपाठी 
रसायन विभाग, ब्रह्मनन्द महाविद्यालय, राठ (हमीरपुर) 


[ प्राप्त--दिसम्बर 5, 974 |] 
सारांश 


उत्तर अदेश के बुन्देजखण्ड क्षेत्र की मिट्टियाँ प्रदेश में पई जाने वाली मिट्टियों से बहुत कुछ 
भिन्न हैं। इन मिट्टियों पर आद्रंता, कार्बनिक पदाथे, कल्पतियम का्बनिट, सोडियम बाइकाबोॉनिट तथा 
ई० डी० टी० ए० का प्रभाव देखा गया । इससे यह परिणाम निकला कि मिट्टियों की जलानुविद्ध 
स्थिति में लौह तथा मैंगनीज दोनों की उपलब्धता बढ़ जाती है; किन्तु श्राधिक दिनों तक जलानुविद्ध 
होने पर उपलब्धता काफी घट जाती है । रांकड़ सिट्टियों में विनिमयशील मेगनीज घटता है; किन्तु 
श्रत्य मिट्दियों में यह प्रारंभ में बढ़ता है, फिर लगभग 30 दिन बाद घटता है | भ्रपचेय मेंगनीज लाल 
मिट्टियों में घटता है; किन्तु काली मिट्टियों में 30 दिन तक बढ़ता है, फिर घटता है। काबनिक पदार्थे 
मिलाने से विनिमयशील लौह (7४++) तथा मेंगनीज (]/४॥77) दोनों की उपलब्धता बढ़ती है और सम- 
यान्‍्तर पर घट जाती है । प्रयक्‍त काब निक पदार्थ (ग्लूकोस) की मात्रा में वृद्धि करने पर रांकड़ तथा 
मार मिट्टियों में लौह (7०*+) तथा मेंगनीज (४77) दोनों की मात्राओ्रों में बृद्धि होती है; किन्तु पड़ ग्रा 
तथा काबर (चिकनी) मिट्ठियों में इन दोनों की मात्राओ्रों में कमी झा जाती है। केल्सियम का्बोतनिट 
मिलाने पर प्रारंभ में दोनों की मात्राओं में बद्धि होती है किन्तु समय बीतने पर मेंगनीज की उपलब्धता 
शन्य हो जाती है । लौह की उपलब्धता पड़,वा तथा काबर मिट्टियों में कम नहीं होती । सोडियम बाइकार्बो 
नेट के प्रभाव से मी समयान्‍्तर में दोनों पोषक तत्वों की उपलब्धता शून्य हो जाती है। कीलेटीकारक 
यौगिक ई० डी० टी० ए० को मिट्दियों में मिलाने पर मैंगनीज (७77०) को अपेक्षा लोह (७१%) की 
मात्रा में श्रधिक वद्धि होती है। काली मिट्टियों में जल विलेय मेंगनीज मुक्त नहीं हो पाता। पड़वा 
तथा कावर मिट्टियों में लौह की अ्रधिक वृद्धि होती है जबकि रांकड़ तथा मार मिट्टियों में मंगनीज की 
ब॒द्धि होती है । 
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लौह तथ। मैगनीज जेसे महत्वपूर्ण पोषक तत्वों की उपलब्धता को प्रभावित करने वाले विभिन्न 
कारकों के प्रभावों पर दहुत से वैज्ञानिकों ने अध्ययन किया है। भ्रय्यर,, बासक तथा भट्टाचार्य/, कलार्क 
आदि), मण्डल, सावंत तथा एलिस' आदि ने बताया कि जल तथा कार्बनिक पदार्थ का लौह तथा 
भैंगनीज की उपलब्धता पर लाभकारी प्रभाव पड़ता है ; किन्तु मेहता तथा पटेल” ते देखा कि 
मृदाओं के सूखने पर विनिमयशील मेंगनीज की मात्राओं में बृद्धि होती है। लिडसे तथा थार्न” , 
रयान, ली नथा पीबल्स* ने बताया कि अधिक जल से लौह की मात्रा बढ़ती है; किन्तु चुनामयी 
मिट्टियों में ग्रधिक जल सिंचन ही लौह पीतिमा (70०॥ ०00४8) का प्रमुख कारण होता है। मिश्रा 
तथा मिश्रा* ने देखा कि मृदा में ग्लूकोस मिलाने से विनिमयशील मंगनीज की मात्रा में बृद्धि होती है, 
किन्तु अपचेय मेगवीज की स'त्रा में कमी श्रा जाती है । रंधावा7०, मित्तल तथा राय मिश्रा तथा मिश्रा? 
ने देखा कि मुदा में कैल्सियम कार्बोनिट बढ़ाने से द्विसंयोजी मेंगनीज की मात्रा में कमी श्रा जाती है । 
इसके विपरीत दुबे तथा उनके साथियों ने बिहार की चूनाधिक मिट्टियों में उपलब्ध लौह की मात्राश्रों 
में वद्धि देखी । ग्रेस मेनिस तथा लीपर” ने मृदा में लोह-ई० डी० टी० ए० का प्रयोग करके मेंगनीज के 
विषेले प्रभाव को कम किया । नेजेक तथा ग्रीनर्ट* ने देखा कि चाहे मुदा में लोह-ई० डी० टी० ए० 
मिलाया जाय या मेंगनीज-ई० डी० टी० ए०, मंगनीज का माता में कमी आती है तथा लोह की मात्रा 
बढ़ती है | हाल्मेस तथा ब्राउन * ने बताया कि लौह-ई० डी० टी० ए० के साथ कीलेट यौगिक बनाता है 
जो मृदा में लौह की कमी को दूर करता है | सोडियम बाइकावनिट के कारण भी लौह तथा मँगनीज 
की उपलब्घता पर बुरा प्रमाव पड़ता है। पोर्टर तथा थाने” ने बताया कि लौह को उपलब्धता में बाइ- 
कार्बोतेट आयनों (प्र00',) के कारण व्यतिक्रम पदा होता है । 


उत्तरप्रदेश का बुन्देलखण्ड क्षेत्र हमीरपुर, बाँदा, झाँसी जालौन तथा ललितपुर जिलों से 
मिलकर बना है| यहाँ लाल तथा काली मिश्चित मिट्टियाँ पाई जाती हैं, जिन्हें स्थानीय रूप से पड़वा, 
रांकड़ (लाल मिटिट्याँ), मार तथा काबर (काली मिट्िटियाँ) नाम से पुका रते हैं । ये मिट्टियाँ प्रदेश की 
न्‍्य मिट्टियों से भौतिक-रासायनिक गुणों में बहुत कुछ भिन्न हैं । इन मिट्टियों में पाये जाने वाले 
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लौह तथा मंगनीज पोषक तत्वों की उपलब्धता पर विभिन्न कारकों के प्रभावों पर अभी तक कोई 
विस्तृत अध्ययन नहीं हुआ है, अत: प्रस्तुत अध्ययन इसी दृष्टि से किया गया है । 


प्रयोगात्मक 


प्रस्तुत अध्ययन के लिये बुन्देलखण्ड की चारों प्रकार की मिट्टियाँ (पड़वा, रांकड़, मार, काबर ) 
प्रयुक्त की गई हैं । खेतों से इन मिद्धिटयों को लाकर हवा में सुखाया गया; फिर उन्हें पीस और 
छानकंर स्वच्छ काँच की बोतलों में संग्रहीत किया गया । 


इन मिद्टियों में पी-एच, कैल्सियम कार्बोनिठ, विनिमयशील कल्सियम, कार्बनिक पदार्थे, 
घनायन विनिमय क्षमता का निश्चयन किया गया। जल विलेय, विनिमयशील, भ्रपचेय मंगनीज की 
मात्राओं का निश्चयन रंगमापी पर जैकसन (958) द्वारा वर्णित परश्रायोडेट विधि द्वारा तथा लोह 
(76१०) का निर्धारण आर्थोफिनॉन्द्रोलीत द्वारा किया गया। जलविलेय मेंगनीज+विनमयशील मंगनीज 
_-अपचेय मैंगनीज के योग को सक्रिय मेंगनीज माना गया है। 


कारकों का प्रभाव 
. श्राद्व ता का प्रभाव 


चारों प्रकार की मिट्टियों की 50-50 ग्राम मात्रा कांच के चार चार बीकरों में ली गई । इन 
मिट्टियों में आसुत जल मिलाकर जल की मात्रा लगभग 50 प्रतिशत कर दी गईं । इसी प्रकार अन्य 
बीकरों मे इतना आसुत जल मिलाया गया कि मिट्टियाँ जल में पूर्ण रूप से डबी रहें तथा जल स्तर मिट्टी 
के कुछ ऊपर बना रहे । वाष्पीकरण द्वारा होने वाली जल की क्षति को समय समय पर अ।सुत जल 
मिलाकर पूरा किया गया जिससे जल स्तर एकसमान बना रहे । 5, 30 तथा 60 दिनों के अन्तर 
से इन आठों बीकरों से पाँच पाँच ग्राम मिट्टियों के नमूने निकाल कर रंगमापी विधि द्वारा जलविलेय, 
विनमयशील तथा अपचेय मेंगनीज तथा विनिमयशील फेरस लौह की मात्राश्रों का निर्घारण किया गया । 
इस प्रऋर निर्धारित मैगनीज के विभिन्न प्रकारों तथा फेरस लोह (867५) की मात्राओं में मूल मिट्टी 
(खेत की मिट्टी) में उपस्थित विभिन्न मेंगनीज़ तथा फेरस लौह की मात्राओ्ं से जो श्रन्तर आया वही 
जल के प्रभाव को प्रदर्शित करता है । 


2, काउनिक पदार्थ का प्रभाव 


चारों प्रकार की मिट्टियों की 50-50 ग्राम मात्रा काँच के बीकरों में लेकर 0:25 तथा 0:5 ग्राम 
ग्लूकोस मिलाया गया। समय समय पर आंसुत जल मिलाकर मृदा में जल की मात्रा लगभग 
50 प्रतिशत रखी गई। 5, 30 और 50 दिनों के सम्पक के बाद प्रत्येक बीकर में से 5 ग्राम मिट्टी 
निकाल कर पहले की भाँति मैंगनीज के विभिन्न प्रकारों तथा फेरस लौह की मात्राओं का रंगमापी द्वारा 
निर्धारण किया गया । इस ग्रकार ग्लूकोस से उपचारित मिट्ियों में जो मेंगनीज तथा लौह की वृद्धि 


अथवा कमी हुई वह कार्बनिक पदार्थ के प्रभाव को प्रदर्शित करती है । 
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3. कल्सियम काबनिट का प्रभाव 

चारों प्रकार की 50-50 ग्राम मिटिट्यों में [% तथा 2% कल्सियम काबनिट मिश्रित किया गया । 
मृदा में जल की मात्रा लगभग 50 प्रतिशत रखी गई । 30 दिन तथा 60 दिनों के बाद 5-5 ग्राम मिट॒टी 
निकालकर नेगनीज के विभिन्न प्रकारों श्र फेरस लौह की मात्रा में वृद्धि अथवा कमी को रंगमापी 
विधि द्वारा ज्ञात किया गया । 


4. सोडियम बाइकाबनिठ का प्रभाव 

चारों प्रकार की मिट्टियों के 50-50 ब्राम में 0-5 प्रतिशत तथा ] प्रतिशत सोडियम बाइ 
कार्बोनेट मिलाया गया । मिट्टियों मे जल की मात्रा लगभग 50 प्रतिशत रखी गयी । 5, 30 तथा 60 
दिनों बाद प्रत्येक मिट्टी में से 3-5 ग्राम नमृुने निकाल कर पहिले की भाँति रंगमापी विधि द्वारा मैंगनीज 
के विभिन्न प्रकारों का तथा फेरस लौह का निर्घारण किया गया। मूल मिट्टी में उपस्थित विभिन्न 
मेंगनीज के प्रकारों और लौह की मात्राओं से इसमें जो अच्तर आया वही सोडियम बाइकाबोनिट का 
प्रभाव है । 

5. ई० डी० टी० ए० का प्रभाव 


चारों प्रकार की 50-50 ग्राम मिट्टियों में 0-025 ग्राम तथा 0:05 ग्राम ई० डी० टी० ए० 
(झ्रासुत जल में विलयन के रूप में) मिलाया गया । 5, 30 तथा 60 दिलों के ग्रन्तर पर प्रत्येक में से 
पांच ग्राम मिट्टी निकाल कर रंगमापी विधि द्वारा मंगनीज के विभिन्न प्रकारों तथा फेरस लौह की 
मात्राओं का निर्धारण किया गया । लौह तथा मैंगनीज की मात्राओ्ों में ई० डी० टी० ए० मिलाने पर जो 
अन्तर आया वही ई० डी० टी० ए० का प्रमाव है। 

परिणाम तथा विवेचना 
सारणी # 
प्रयुक्त मिट्टियों के कतिपय रासायनिक अ्वयव 














क्व ९ वध छ टि,त ऐड मंगनीज के विभिन्न प्रकार |विनमयशील 
(हि हि हि हि छ (# पति दस सक्षांश) फ़िरस लौह 
मिट्टियाँ 00443 ६ कर 5 धिट मिक | का (हि (वि८+7) प्रति 
_ हा # ० ००५ म है [2 6 (6 तट प्र | लक्षांश 
हि जिपड़आ 78 0204 । 25 कह5 40.65 00 8 [ठव॒ठः/द्रा 
(( 


पी ->रॉकड & 79 0:34 0:85 [-6 82-45 00 22 ]62 84 4 
प् 8 79 0-46 [-075 20:0 8-00 00 ॥2 25 ॥37 4 


->मार 76 0:64 0-75 29-67 3472 00 20 265 285 3:55 
जेकावर 8-2 0-408 -]75 5-00 48*] 00 42 203 2]5 4 
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जल का प्रभाव 

सारणी 2 में दिये गये परिणामों के सूक्ष्म विश्लेषण से ज्ञात होता है कि मिट्टियों 
के जलानुविद्ध (एध्ाथा ।022८0) होने पर जल विलेय, विनमयशील मेंगनीज (४४४४०) तथा 
विनमयशील द्विसंयोजी लौह (८++) की मात्राओं में बृद्धि होती है, किन्तु मृदाओ्ं के [5 दिन तक 
जलानुविद्ध रहने पर ये मात्रायें शुन्य हो जाती हैं । रांकड़ मिट्टी में विनमयशील मेंगनीज की मात्रा में 
कमी झाती है | अपचेय मंगनीज तथा सक्रिय मेंगनीज लाल मिट्ठियों में घटता है; किन्तु काली मिट्ठियों 
में इसकी मात्रा प्रारंभ में बढ़ती है और 5 दित बाद घटने लगती है। यह कमी संभवत: लौह के 
हाइड्राक्साइड के रूप में स्थिरीकरण के कारण होती है । जलानुविद्ध सिट्टियों में श्रपचायक अवस्था 
उत्पन्न होने से लौह तथा मेंगनीज के उच्च झआक्साइड विलेय तथा उपलब्ध निम्न आक्साइडों में अवक्षत 
हो जाते हैं। कार्बनिक पदार्थ के विच्छेदन से उत्पन्न कान डाइग्रावसाइड इस कार्य में सहायता करती है । 
लाल मिट्टियों को जलानुविद्ध करके देखा गया है कि इस अवस्था में उनका पी-एच मान शने: शर्ने: 
बढ़ता जाता है और क्षार्र.य अवस्था उत्पन्न हो जाती है जिससे लौह तथा मेंगनीज दोनों ही हाइड्राक्साइड 
के रूप में अवक्षिप्त होने लगते हैं जो बाद में उच्च आक्साइडों में बदलकर अविलेय या अप्राप्य हो जाते 
हैं । अत: लाल मिट्टियों में अपचेय मेंगनीज तथा रांकड़ में विनमयशील मेंगनीज की मात्राओं में कमी झा 
जाती है। इसके विपरीत काली मिट्टियों (मार, काबर) के जलानुविद्ध होने पर उनका पी-एच घटता 
है अतः इन मिद्दियों में अपचेय और सक्रिय मैंगनीज की म।त्राओं में वृद्धि होनी स्वामाविक है क्‍योंकि 
पी-एच कम होने पर इनके अविलेय आक्साइड विलेय हो जाते हैं । 


कार्बनिक पदार्थ का प्रभाव 


सारणी 3 में लिये परिणामों से विदित होता है कि मिट्टी में ग्लूकोस मिलाने से जल विलेय, 
विनमयशील मैगनीज तथ विनमयशील लौह (7०/+) की मात्राश्रों में प्रारंभ में वृद्धि होती है किच्तु 5 
दिन बाद इनकी मात्राओं में कमी झ्राने लगती है । मिट्टी में मिल्लाये गये ग्लूकगोस की सान्द्रता में वृद्धि 
करने पर रांकड़ और मार मिट्टियों में इनकी मात्राओं में वृद्धि होती है; किन्तु पड़वा तथा काबर 
मिट्टियों में विपरीत प्रमाव पड़ता है| मिट्टियों में ग्लूकोस मिश्रित करने पर यह सृक्ष्मजीवाणओं द्वारा 
विच्छेदित हो जाता है और कुछ कार्बनिक अस्‍्लों यथा 2-कीटो ग्लूकोनिक अम्ल, सिद्रिक अम्ल, 
टार्टरिक अम्ल मैलिक' अम्त, तथा आक्सेलिक अम्ल को जन्म देता है जिससे मृदा का पी-एच मान कस 
होकर लौह तथा मेंगनीज को विलेय बनाता है फलतः जल विलेय, विनमयशील मेंगनीज तथा विनमयशील 
द्विसंयोजी लौह की मात्राओं में वृद्धि होती है । साथ ही साथ अपचेय मैंगनीज की मात्रा में कमी भ्राती है । 
क्रिस्टेन्सन, टोथ तथा बियर'* ने भी बताया कि ग्लकोस मंगनीज के उच्च श्राक्साइडों को विलेय बनाता 
है । ग्लूकोस की भ्रधिक मात्रा काबर तथा पड़ वा मिट्टियों में लौह तथा मेंगनीज के साथ संकर निर्मित 
करती है । काबर तथा पड़वा मिट्टियों की मृत्तिका प्रकृति इस कार्य में और अधिक सहायक है भरत: 
ग्ल्‌कोस की अधिक सान्द्रता लौह (77४४०) तथा मेंगनीज (]४7++) दोनों को अनुपलब्ध बना देती है । 
प्रारंभ में मेंगतीज मृदा कोलाइडी जटिल से अधिक लौह ([7०/+) को विस्थापित करता है अतः लोह- 
मंगनीज (#6++/४८++) अनुपात भी बढ़ता है परन्तु समयान्तर पर मेंगनीज की आक्प्तीकरण प्रकृति 
लौह की उपलब्धता पर विपरीत प्रभाव डालती है और 7८/+//॥४+ अनुपात घटने लगता है । 
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मृदा में लौह तथा मेंगनीज की उपलब्धता 6] 


के ल्सि यम्म कार्बोनिद का प्रभाव 


सारणी 4 में प्रस्तुत परिणामों से स्पष्ट है कि कैल्सियम का्बोतिट मिलाने से रॉकड़ तथा मार 
सिट्टियों में जल' विलेय मंगनीज की मात्राओं में अल्प वृद्धि होती है किन्तु 30 दिन बाद यह शून्य हो जाती 
है। पड़वा तथा काबर मिट्टियों में कैल्सियम काबबोनेट से जल विलेय मैंगनीज की मात्राओं से कोई वद्धि 
नहीं आती। विनिमयशील मैंगनीज सभी मिट्टियों में बढ़ता है; किन्तु यह वृद्धि मार मिद्ठी में सबसे 
श्रधिक तथा पड़ वा में सबसे कम होती है। इसी प्रकार विनिमयशील फेरस लोह सभी मिट्टियों में 
बढ़ता है किन्तु चूनामयी मिट्टी रांकड़ तथा मार में 30 दिन बाद तेजी से कमी आती है जबकि पड़ वा 
ओर काबर मिट्टियों में वृद्धि देखी जाती है। अपचेय मैंगनीज लाल मिट्टियों में घटता है लेकिन काली 
मिट्ियों में बढ़ता है । मेंगनीज की अपेक्षा लौह की माजत्राओं में बृद्धि अधिक होती है अत: #6०+/५वा+ 
अनुपात भी प्रथम 30 दिनों में वृद्धि करता है । लौह तथा मैंगनीज की मात्राओं में समयान््तर पर बद्धि 
्रौर कमी से यह अनुपात भी परिवर्तित होता,जाता है । दुबे तथा उनके साथियों ने भी बिहार की चूना- 
मयी सिट्टियों में उपलब्ध लौह की उच्च मातायें प्राप्त कीं जो कि बुन्देलखण्ड की मिट्ठियों में प्राप्त परि- 
णामों के समान हैं । 


सोडियम बाईकाबनिठ का प्रभाव 


सारणी 5 में दिये गये आंकड़ों के विश्लेषण से पता चलता है कि सिद्ठी में भिलाये गये सोडियम 
वाइकाबनिट के सोडियम आयन (]५४+) मृदा कोलाइडी जटिल से द्विसंयोजी लौह तथा मेंगनीज को 
विस्थापित कर देते हैं । मेंगतीज बाइकाबॉनिट लौह बाइकाबनिट की अपेक्षा कम स्थाई है (हीम)!* 
अतः मेंगनीज विनमयशील अवस्था में आ जाता है । इसके अतिरिक्त सोडियम बाइकाबनिट के कारण 
मृदा के पी-एच मान में भी वृद्धि होने से इनके अविलेय तथा अभग्राप्य हाइड्राक्साइड तथा उच्च श्राकसाइड 
बनते हैं अतः लौह तथा मंगनीज दोनों की मात्राओं में कमी देखी गई है । पेट्रिक/१ के अनुसार पी-एच 
में वृद्धि होने से श्राकसीकारक-अ्वकारक विभव घटता है जिससे कुछ उच्चयोजी लौह तथा मेंगनीज निम्न 
योजी अवस्था में आ जाते हैं । यही कारण है कि पड़ वा तथा रांकड़ मिट्टियों में अपचेय मंगतीज की 
मात्राओं में वृद्धि होती है तथा सोडियम बाइकाबोनेट की सान्द्रता में वृद्धि से पड़आ मिट्टी में द्विसंयोजी 
लोह की मात्रा में अल्प वृद्धि देखी गई है । 


ई० डोी० टी० ए० का प्रभाव 


सारणी ७ में प्रस्तुत परिणामों के श्रध्ययन से विदित होता है कि मिट्टियों में ई० डी० टी० ए० 
मिश्चित करने से विनमयशील मैंगनीज तथा लौह (77++) दोनों की वृद्धि होती है। किन्तु 45 दिन बाद 
काली मिट्ठियों में ये मात्रायें कम होने लगती हैं। लौह (६४+) की मात्राें 00 दिन तक रांकड़ तथा मार 
मिट्टियों में बढ़ती जाती हैं। ई० डी० टी० ए०, भिट्टी के लौह तथा मैंगनीज के साथ स्थाई संकर बनाता 
है; किन्तु इस संकर का स्थायित्व म॒दा पी-एच, ई० डी० टी० ए० की सान्द्रता तथा अत््य घात्वीय धनायनों 
की उपस्थिति पर निर्भर करता है। पड़ वा तथा रांकड़ सिट्टियों में मेंगनीज श्रस्थाई जटिल बनाता है जिससे 
जल विलेय मेंगनीज की मात्राओं में वृद्धि होती है। काली मिट्टियों की मृत्तिका प्रकृति के कारण 
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ई० डी० टी० ए० कार्बन-धात्वीय जटिल बनाता हैं जो कम विलेय है अतः इन मिट्टियों में जल विलेय 
मैंगनीज मुक्त नहीं हो पाता। इतना ही नहीं, विनमयशील मेंगनीज भी 5 दिन बाद कम होने लगता है। 
ई० डी० टी० ए० कुछ अपचेय मैगनीज को वितमयशज्ञील मैंगनीज में बदल देता है श्रतः काबर मिटटी 
को छोड़कर शेष सभी मिटिटियों में अपचेय मेंगनीज की मात्राश्रों में कमी आ जाती है। सक्रिय मेंगनीज 
की मात्राओं में वृद्धि होती है यद्यपि पड़ वा, काबर जैसी मृत्तिका-प्रधान मिट्टियों में श्रधिक मात्रा में 
डाला गया ई० डी० टी० ए० ही प्रभावकारी होता है । द्विसंयोजी लौह तथा मैंगनीज पर पड़ने वाले 
ई० डी० टी० ए० के प्रभावों की तुलना करने पर ज्ञात होता है कि मेंगनीज़ की अपेक्षा लौह की मात्राओं 
में श्रधिक वृद्धि होती है श्रत: #०६/शएए+ अनुपात ई० डी० टी० ए० मिलाने से बढ़ता है । 
ई० डी० टी० ए० की सान्द्रता का प्रभाव चूनामयी मिट्टियों (रांकेड़ तथा मार) में भ्रनुकूल होता है । 
किन्तु चिकनी मृत्तिका प्रकृति वाली (पड़्‌वा, काबर) मिट्टयों में प्रभाव प्रतिकूल होता है; पड़वा तथा 
काबर मिटिट्यों में मैंगनीज की श्रपेक्षा लौह की अधिक वृद्धि होती है जब कि चूनामयी मिट््टियों में 
(रांकड़, मार) में लौह की अपेक्षा मेंगनीज की अधिक वृद्धि देखी जाती है। स्पष्ट है कि मृदा में लोह 
की ग्रधिकता मैंगनीज की उपलब्धता को घटाती है। उसी प्रकार मैंगनीज की अधिकता लौह की उप- 
लब्धता पर विपरीत प्रमाव दिखाती है । 
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उत्तर प्रदेश की क्षारीय मृदाओं में कुल सीसा 


शिव गोपाल सिश्र तथा भिरीश पाण्डेय 
कृषि रसायन अनुभाग, रसायन विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय, इलाहाबाद 


[ प्राप्त--जनवरी 7, 975 ] 
सारांश 


उत्तर प्रदेश के 4 जिलों के औद्योगिक क्षेत्रों एवं सड़कों के पाएवं की क्षारीय मिट्टियों के 65 सतही 
नमूने लिए गये जिनमें कुल सीसा की मात्रा ज्ञात की गयी । इन मिद्ठियों में कुल सीसा 4:0--90-0 
प्रंश प्रति दशलक्षांश पाया गया । जब मिट्टियों के रासायनिक गुणधर्मों तथा' कुल सीसा के भध्य सह- 
सम्बन्ध गुणांक की गणना की गयी तो केवल कुल सीसा और कार्बनिक काबन के बीच धनात्मक सार्थक 
सहसम्बन्ध (/<- -|-0:246 ) पाया गया । 
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वीणातओं रत जा इन्नोंगर शातदें गोदयों 505 ०एा एात्रा शिब्र06४0, 89 5. 5. 'श[हा9 270 
(5, ?874९५, &€॥0०पॉपाओं एशशाओंडएप 86000, एकशआ5ई।79 ॥2692870767, 039790280 
[ाए०ाआ9, ७६॥9090. 
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५070 6 70306806 60४9&6772 ॥700४0व 28706 ०प्र।पए26त 87895 ० एछ. ?. 7#65868 50$ 
007%ा7606 4 - 90 >एगा 0%। 680.,. & एछ०शपए९ डंश्णशीएशा। 6णारंत्राएा +9:26) फ॥5 
0895867५९6 0ग्राए 906रटलशा तइब्ांर ठक007 00767 87वं 097  4694 ०0 50]5. 


मिट्टी में सीसा मुख्यतः: लेड सल्फाइड, लेड कार्बनिट तथा लेड सहल्फेट अ्यस्कों के रूप में पाया 
जाता है। यद्यपि मृदा में सीसे की उपस्थिति लेशमात्र होती है लेकिन सड़कों के पाश्व में जिधर से 
वाहन गुजरते हैं, सीसा की खानों के आस-पास, उन मिट्टियों में जहां कृपीय रसायन-जेसी कीटनाशक 
दवाइयाँ (लेड श्रासनेट), रासायनिक उर्वरक (लाइमस्टोन तथा सुपरफास्फेट) इत्यादि डाले जाते 
हैं वहां अधिक सीसा पाये जाने की सम्मावना रहती है। साधारणतया संसार को सिट्टियों में 5--50 
श्रंश प्रति दशलझ्लांश सीसा की कल मात्रा पाई गयी है । लेकिन सीसा की खानों के पास एवं सीसा 
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उत्तर प्रदेश की क्षारीय मृदाओ्रों में कुल सीसा 67 


प्रदूषित मिट्टियों में इसकी मात्रा 45,000 अंश प्रति दशलक्षांश भी हो सकती है (स्वेन/!!) । ऐसी 
मिट्टियाँ, जो सड़कों के आसपास हैं तथा अम्लीय हैं, उनमें सीसे की विलेयता अधिक होने के कारण 
उनमें उगे पौधों में सीसे की अधिकता रहती है जिसका विषाक्त प्रभाव पशु एवं मानव जीवन पर पड़ता 
है (बरन तथा डेलावाउल्ट तथा विल्सन) । 


अभी तक भारतवर्ष की क्षारीय मृदाग्रों में कुल सीसे की मात्रा ज्ञात नहीं है। अत: प्रस्तुत 
अध्ययन अन्य लेशतत्वों के निश्चयन के साथ कुल सीसे की मात्रा ज्ञात करने के संदर्भ में किया गया । 


प्रयोगात्मक 


कुल सीसे की मात्रा ज्ञात करने के लिए उत्तर प्रदेश के 4 जिलों से क्षारीय मिट्टियों से 65 नमूने 
लिए गये । इस बात का ध्यान रखा गया कि जहां पेट्रोल टं किया बनी हैं, वहां उनके आस-पास के नमूने 
लिये जायें । इन सतही नमूनों को सुखाकर पीस लिया गया। इनका विश्लेषण पी-एच, चूना, कार्बनिक 
कार्बन तथा कुल सीसा के लिए किया गया । 


मिद्दियों में कुल सीसा के निश्चयन के लिए | ग्राम मिट्टी को 20 मिली० नाइट्रिक श्रम्ल तथा 0 
मिली० परक्‍लोरिक अम्ल के साथ 250 मिली० बीकर में तब तक पाचित किया गया जब तक परवलो रिक 
अम्ल के घूम अदृश्य नहीं हो गये और आयतन घटकर दो-तीन मिली० नहीं रह गया। बीकर की दीवालों 
को 25 मिली० गरम आसुत जल से घोकर ठंडा कर लिया गया। ठंडा हो जाने के बाद ह वाटमैन 
नं० 4 निस्‍्यन्द पत्र से उपयंक्‍त पाचित मिट्टी को 250 मिली० के फ्लास्क में छान लिया। श्रवशेष को 
0:5 नामंल हाइड्रोक्लो रिक अ्रम्ल से घोया झ्रौंर फ्लास्क का श्रायतन पूरा कर लिया । 50 मिली० छनित 
लेकर उसमें कुल सीसा की मात्रा डिथिजोन विधि (संन्‍्डल/”) द्वारा ज्ञात कर ली गयी । 


परिणाम तथा विवेचना 


उत्तर प्रदेश के 4 जिलों की 65 मिट्ठियों के कुछ रासायनिक गुणाधर्म सारणी-। में दिए गए 
हैं। उनसे यह स्पष्ट हो जाता है कि सभी मिट्टियां क्षारीय या अल्पक्षारीय हैं। मिट्टी में चूना तथा 
कार्बनिक कार्बन की मात्रा अधिक है | जो नमूने पेट्रोल टंकी के आसपास से लिए गए हैं वे देखने में 
काले और उच्च कार्बन युक्‍त हैं । 


इलाहाबाद की मिट्टियों में कुल सीसा की श्रोसत मात्रा सबसे कम (9:8] अंश) और लखनऊ 
जिले में सब से अधिक (37-84 अंश ) पायी गयी । उत्तर प्रदेश के 4 जिलों में कुल सीसा की औसत 
मात्रा निम्न क्रम में पायी गयीः-- 


लखनऊ (37:84 अंश ) >> रायबरेली (37-38 अंश ) >> प्रतापगढ़ (35:04 अंश ) > मिर्जापुर 
(340 अंश) >> बलिया (33-0 अंश) > आजमगढ़ (29-0 अंश )>> कानपुर (28-28 अंश ) >> 
वाराणसी (28-6 अंश) >> सुल्तानपुर (27:20 अंश) >> उन्नाव (24:5 अंश) >> जौनपुर (24-00 अंश) 
फतेहपुर (23-86 अंश) > गाजीपुर 22:48 अ्रंश)>> इलाहाबाद (9-8 अंश ) । 


68 शिव गोपाल मिश्र तथा गिरीश पाण्डेय 


उपक्त सिट्टियों में कुल सीसा की मात्रा 4 से 90 अ्रृश प्रति दशलक्षांश तक पायी गयी। 
स्वेन] ते भी संसार की कृष्य मिट्टियों के लिए इसी प्रकार के मान सूचित किए हैं| सारणी-2 से स्पष्ट 
कि मृदा के रासायनिक गुणधघर्म तथा कुल सोसा के मध्य सांख्यिकीय गणना करने पर कुल सीरा और 
काबनिक कार्बन के मध्य सार्थक सहसम्बन्ध पाया गया (/-«--0:26) | अनुमानतः ऐसा केवल म॒दा के 
काब निक पदार्थों से जैविक विधियों हारा निरभित कार्बनिक अम्ल तथा सीसा के साथ स्थायी संकुल बनध 
के ही कारण होता है [वान्डरेन्को 7, प्रेटाण तथा सिश्र एवं पाण्डेय] । ये स्थायी संकुल सीसा को मुदा 
में एक स्थान से दूसरे स्थान तक स्थानान्तरित होने से रोकते हैं । 


सारणी-2 
/-मान 
क्र० स० कुल सींसा तथा रासायनिक गुणधर्म के बीच सम्बन्ध /-मान 
] कुल सीस! तथा पी-एच “-“0'065 
2 कुल सीसा पथा कार्बनिक कार्बन +-0-2]6% 
| कुल सीसा तथा चुना + 0-25 


*5 प्रतिशत पर सार्थक 


यह रोचक तथ्य है कि कुल सीसा श्रौर पी-एच या चूना के बीच कोई भी सार्थक सम्बन्ध नहीं 
पाया गया यद्यपि हम एक पूव॑ेवर्ती शोध पत्र में यह दिखा चुके हैं कि मिदियों में पी-एच, कार्बनिक 
कार्बत तथा चूना सम्मिलित रूप से सीसे की उपलब्धि पर प्रभाव डालते हैं [मिश्र तथा पाण्डेय १] । 
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“हाइड्रॉक्सी अम्लों के टाइटेनियम (पर) संकुलों का ऊष्मागतिक अध्ययन 


पी० बी० चक्रवर्तों तथा एच० एन० शर्माँ 
रसायन विभाग, मोतोलाल विज्ञान महाविद्यालय, भोपाल 


[ प्राप्त- मार्च 6, 975 ] 
सारांश 


टाइटेनियम (ता) की स्लाइकॉलिक, लक्टिक तथा मैंडेलिक अम्लों के साथ संकुलीकरण 
अभिक्रियातओ्रों के ऊष्मागतिक-स्थिरांकों, ##, 6७ तथा /,७ का अध्ययन 30८! पर 0-0॥ सोडियम 
परक्‍्जोरेट के माध्यम में किया गया । इन ०-हाइड्रॉक्सी अम्लों के साथ टाइटेनियम (री) संकुलों के 
स्थायित्व का क्रम ग्लाइकोलेट>> लक्टेट>>मैंडलेट पाया गया । यह क्रम लिगंडों के क्षारक-सामथ्ये के 
क्रम से भिन्न है। इसका कारण संभवत: त्रिविम विन्यासी प्रभाव (४०7४० थरीं००0) है । इसकी पुष्टि 
एंट्रापी के मानों से होती है, जबकि ऋणात्मक एन्थाल्पी के मान ग्लाइकोलेट, लेक्टेट तथा मैंडलेट 
सभी प्रकरणों में समान («७3:68 ॥८०७॥5/700) पाये गये हैं । 


2.)057230९( 


वगाकग्रा०वजशानाओंट ४#परढए ए पाता) वणाएाएट९5 ज्ञात बनाएक्ण०डए बलंतंड, 327 7. 8. 
(वात 9थाए, ्ाध्गांटवी 7.800300765, ४, ५. 0७, 8॥0फ७/ 876 प्र. ।ए, 504॥779, १/०७०॥४ए 
एा2५्वा ०७॥०ए१तए५829५9, ए]]2ां॥. 
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* प्राचार्य, माधव विज्ञान महाविद्यालय, उज्जैन 
/? ]] 


70 पी० बी० चक्रवर्ती तथा एच० एन० शर्मा 


हमने अपने पिछले शोध-पत्रों में टाइट नियम (!त) के ग्लाइको लिक, लेक्टिक और मेंडलिक' अस्लों 
के साथ कीलेटों के निर्माण और स्थायित्व-स्थिरांकों का अध्ययन प्रस्तुत किया था“ प्रस्तुत शोध-पत्र 
में टाइटेनियम (ता) के इन ०-हाहड्रॉक्सी श्रम्लों के साथ संकुलीकरण की ग्रभिक्रियाग्रों का ऊष्मागतिक 
अध्ययन प्रस्तुत किया जा रहा है । 


प्रयोगात्मक 


प्रयोग में लाये गये सभी रासायनिक द्रव्य उच्च कोटि की शुद्धता वाले थे । सभी विलयन कार्बन 
डाइग्राक्ताइड से मुक्त आधुत जल में बताये गये तथा उनका मानकीकरण उपयुक्‍त मानक विधियों द्वारा 
क्रिया गया । ह 


पी-एच मापन के लिप सिस्ट्रॉनिक्स का टाइप-322 पी-एच मापी उपयोग में लाया गया। सारे 
पी-एच अनुमापन एक विशेष प्रकार की !00 मिली० आयतन की सेल में किग्रे गये, जिसे स्थिर ताप पर 
रखने के लिये, बाहरी जेकेट में, स्थिर ताप वाले जल स्थिरतापी (थर्मोस्टेट) से लगातार परिसंचरित 
किया गया। प्रत्येक समय, पाठ्यांक लेने के पहले अभिक्रया-मिश्रण चुम्बकीय-विधि से हिलाया गया । 


परिणाम एवं विवेचना 


वान्टहॉफ आइसोथम, अ्रइसोबार समीकरण का ग्राफीय हल तथा गिब्ज-हेल्मोल्तूज समीकरण 
का उपयोग क्रमश: प्राप्यतम ऊर्जा, एन्थाल्पी तथा एनन्‍्ट्रॉपी परिवतेनों के लिये किया । ये सभी परिकलन 
302 पर किये गये। /&४& तथा /6प्त के परिकलनों के लिये आवश्यक विभिन्न पदों के और सम्पूर्ण- 
आ्रभिक्रिया के स्थायित्व-स्थिरांकों के मान कल्विन-/॥, ज्ञेरम विधि द्वारा 30", 40" तथ। 50" तापों 
पर 0-]00 सोडियम परक्‍्लोरेट # माध्यम में प्राप्त किये गये और सारणी- में दिये गये है । 
सारणी-4 


“हो इड्रॉक्सी अम्लों के साथ १५070) के संकुलों के स्थाथित्व स्थिरांक 
“»ह+0-]]५ (२०८१०,) 


परत) -ग्लाइकोलेट पातता)-लकक्‍्टेट पपत)- में डलेट 
534८5 ४४७७७४०७ ७ उढ ४ आए 5 5७७ ७#७४# ८७८७ 990७ ५ ६७ लंका 0 काका, 
02/0 028/5५ [08/58 [08/3 08/५ 08/5, [08/5६ [0883 08/4 ॥02/., [02/:, 09 |; 


300 35865 372 3:55 4.22 3.5 3-45 3:24 026 325 3-07 2-90 9:22 
437६. 3:69 3:63 3556 40:88 3-:55] 3-42 3:20 40-3 3-5 2:96 2-84 9-95 
>07( 3-52 ऊछठा 346 40:65 3-4 3:34 3-6 9-9] 3.08 2.92 275 8-75 


नोट--30? पर स्थायित्व-स्थिरांकों के मान हमारे पूर्व शोध-पत्रों !:» में दिये जा चके हैं । 


टाइटेनियम (277) संकुलों का ऊष्मागतिक अ्रध्ययन [7] 
प्रथम पद तथा झम्पूर्ण प्राप्पतम' ऊर्जा निकालने के लिये वान्टहॉफ आइसोथर्म से प्राप्त क्रमशः (4) 
तथा (2) समीक रणों का उपयोग किया गया । इनके मान सारणी-2 में दिये गये हैं 
2 नम 09 74 () 
८५ 355---९/ ]02 (8५ (2) 
जहाँ 0४, तथा ७४५ क्रमशः प्रथम पद तथा सम्पूर्ण प्राप्यपतम ऊर्जा परिवततेन और /.3 तथा /$ 
क्रमश: प्रथम पद तथा सम्पूर्ण स्थायित्व स्थिरांक हैं। ४ परमताप प्रदर्शित करता है । 
प्रथम-पद तथा सम्पूर्ण एन्थाल्पी परिवतंनों के लिये आइसोबार समीकरण (3) तथा (4) का 
उपयोग किया गया । इनके मान सारणी-“ में दिये गये हैं: 


0 ][0९ /] _ ख्सा (3) 
0०(]/7) 4357 
0 08 3, हर ८57५ (4) 








8त|7) बज 
जहाँ, ७ यम, तथा «7४६ क्रमश: प्रथम-पद सम्पूर्ण एन्थॉल्पी परिवतेन हैं । 
एन्ट्रॉपी परिवर्ततों के मान के लिये (सारणी-2) गिव्ज-हेल्मोल्तुज़् समीकरण से व्युत्पन्न 
(5) तथा (०) समीकरणों का उपयोग किया गया: 


-- /५ #/ 
हा टिन्‍प लाि-। (5) 


5 मा 20 
2५9८ “नि (6) 
सारणी-2 


“हाडइड्रॉक्सी अम्लों के साथ 70॥॥) के संकुलों के ऊष्मागतिक स्थिरांक 
30९0; ८-० (४४९१०, ) 


प्राप्पतम ऊर्जा परिवर्तन. एन्थाल्पी परिवततेन एन्ट्रॉपी परिवर्तन 
संकुल 4 055/7706 4 085/7770!6 (-85/082728/7 0[6 

पा 7 धभ+----+++ ननजपि-+० -+++++5 विज“ ००----+५ 

८47 ८042३ ८६47५ ८५4४३ ७७१ 0०३ 

प्‌।0॥)-ग्लाइकोलेट “-“8*27 --5:50 -3'68 “- 9740 5.5 9:95 
प१()-- लेक्टेट --4*96 --4-26 -3:68 .. -+ 934 424 6-27 
पता) -मैंडलेट -4'30 -- 2:79 -3-68 -- 946 2-05 3-96 
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सारणी- को देखने से विदित होता है कि श्रध्ययन किये गये कीलेटों के स्थायित्व का क्रम 
स्लाइकोलेट > लैक्टेट>मेंडलेट है। यह क्रम लिगेडों की क्षारक-सामथ्ये के क्रम से भिन्न है क्योंकि 
क्षारक-सामर्थ्य के अनुरूप क्रम लेक्टेट>ग्लाइकोलेट>मेंडलेट होना चाहिए था क्रम । में यह भिन्नता 
एन्ट्रॉपी के कारण प्रतीत होती है, क्योंकि' सभी प्रकरणों में एन्थाल्पी मात समान पाये गये हैं (सारणी-2) 
और इसका कारण संभवत: त्रिविम विन्यासी प्रभाव (स्टेरिक इफेबट) है । ग्लाइकोलिक, लेक्टिक श्ौर 
मेंडेलिक अम्लों में क्रमशः भारी होते हुए --9, - ८छ, तथा --८(8५ समृह इनके संकुलों के स्थापित्व 
को इसी क्रम में प्रभावित करते हैं क्‍योंकि, संकुल की सममिति में परिवतंत ७, के मानों में परिवर्तत 
प्रदर्शित करता है (भले ही / 7 के मानमें कोई परिवर्तेत न हो) और क्योंकि ७४ / 77-- 7'/५ ५, 
प्राप्पतम' ऊर्जा में भी परिवर्तन होगा१ | 
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[. चक्रवर्ती, पी० बी० तथा शर्मा, एच० एन०, साइंस एण्ड कल्चर, 973, 39(8), 344 
2... चक्रवर्ती, पी० बी०, तथा शर्मा, एच० एन०, वही, 974, 40(3), [4 
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जिक का प्राप्यता पर सूक्ष्ममात्रिक तत्वों का प्रभाव 


शिवगोपाल सिश्र एवं गिरोश पाण्डेय 
कृषि रसायन अनुभाग, रसायन विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय, इलाहाबाद 
[ प्राप्त--जनवरी !, 975 ] 


साराश 


जब जलोढ़ मृदा में जिक के साथ ताम्र या लोह की विभिन्न मात्रा्यें डाल कर इनकबेशन विया 
जाता है तो प्रथम 5 दिनों में जजिक का लगमग' 48-83 प्रतिशत, लोह का 94-00 प्रतिशत तथा ताम्र 
का 75-8 प्रतिशत अभिग्रहीत हो जाता है । 30 दिन पर जिक और लोह की मात्रा में बृद्धि किच्तु 
ताम्र और फास्फेट की मात्रा में कमी देखी जाती है । जब इनक्ब्रेशन काल को बढ़ा कर 60 दिन कर 
दिया जाता है तो सभी तत्वों की उपलब्धि में एकाएक ह्ास श्रा जाता है। ऐता अनुमान है कि 
सक्ष्ममात्रिक तत्वों की अन्योन्य क्रियायें ही इसके लिए उतरदायी हैं । 


40766 


्रिल्ए णाी [एब९0९ शेशाशाड णा 6 बष्थोक्रापरए ण शा।एट. 8087 5. 5. ४४8 870 
७. श्वा6007, 0श॥णप्राबईें एाव्यांशाप 86०0०, (एध्णांडापए 86920776०, /599090 
[77४९7०8४॥9५, 3][99090 . 


का टाए 8 बत66व दवाणगाएजा।ा। एप 9 76६०0 27 पर! 50!, 82007 48 -- 83% 07 
डा 8 72का720 078 76 ग४ 5 89958 0० |0प्र/क07॥ 30 85 (6 एट06 ० 77०7र/क07 
8 07९38९60 (0 30 689५$ का। 08986 जा प6 ए्थशविजा।ए ० था 300 9४8 200 8 4९०:४३५७ | 
॥6 बएश्था4)ी[फ 06 एप एव ? 8 76006608, 0॥9 फिराक सालाटवरगं70 [76 7075०7०7 9०00 
60 60 6998, 8 66८८९४४९ व 6 फर्जी 0्ी 20, ९, एप थातं 9६ 48 0086ए९०ं. 
॥0 45 5प९९०४९९ पा फ्रांट'णापरातला: राशबछा075 काठ 7899णा896 0 इ्पी 8 एथा०्शंत्प्रा 
[0 50॥5. 


जब मृदा में स्थल तत्वों के साथ सृक्ष्ममात्रिक तत्व मिलाए जाते हैं तो श्रन्योत््य क्रिया देखी 
जाती है । मृदा में विभिन्न सूक्ष्ममात्रिक तत्वों के मध्य की श्रन्योन्य क्रियाओं का उपयोग सूक्ष्ममात्रिक 
तत्वों की विपालुता को दूर करने लिए किया जाता है। मार्ट! ते मेंगतीज स्वांगीकरण में सोडियम 
या पोटशियम के प्रतिद्वन्दी प्रभाव को देखा । फाक्स ने क्षारीय मिट्टियों में बोरान की विषालुता को 


[74 शिवगोयाल मिश्र एवं गिरीश पाण्डेय 


कल्सियम और पोटेशियम की मात्राएं डालकर दूर करने का सुझाव दिया। पास्चरीचा एवं रन्धावा।! 
ने मालिब्डनम की विपालुता सल्फर डाल कर दूर की । इसी प्रकार सेलीनियम की विषालुता सल्फंट 
डालने से दर की जा सकती है । 


प्राप्त परिणाभों से यह स्पष्ट है कि अनेक सूक्ष्ममात्रिक तत्वों की तरह जिंक को भी सूक्ष्म मात्रा 
पौधों के पोषण के लिये अत्यन्त आवश्यक है (सीट्ज एवं जूरीनाक//) मिट्टी में सक्ष्ममात्रिक तत्वों के 
बीच श्रथवा स्थूल तत्वों एवं सूक्ष्ममात्रिक तत्वों के बीच श्रन्योन्‍्य क्रियाओं पर बहुत ही कम शोध हुआ है। 
अस्तुत अ्रष्ययन्त में जिक के साथ लोह तथा ताम्र की अन्योन्य क्रियाओं के फलस्वरूप जिक, ताम्र, लोह, 
फास्फोरस की प्राप्यता पर प्रमाव देखा गया है । 


प्रयोगात्मक 


प्रस्तुत अध्ययन के लिए एक जलोढ़ मिट्टी चुनी गयी जो मनौरी (इलाहाबाद) से एकत्र को 
गई। मिट्टी को प्रयोगशाला में सुखाने के पश्चात्‌ उसे पीस कर 00 छिद्र वाली मानक चलनी से 
चालकर संग्रहीत कर लिया गया। इसके कुछ भौतिक तथा रासायनिक गणों के आंकड़े सारणी-। 
में दिए गए हैं । 


सारणी- 


मिट्टी के कुछ भौतिक तथा रासायनिक गुण 


गुण मान 

[, पी-एच 7*5 

2, चूना (%) 0-50 
3. कार्बनिक कार्बत (%) 0-835 
4. उपलब्ध फास्फेट (अंश प्रति दशलक्षांश) 29-0 
०. विनिमभेय लोह [( ) 4-80 
60, विनिमेय ताम्न ( ट ) 0-75 
7. उपलब्ध जिक ( है ) 0:66 
8. बालू (%) 65-52 
9. सिल्ट (०८) 2:65 


80. मृत्तिका (%) 2-83 
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00 ग्राम मिट्टी को पाइरेक्स बीकरों में लेकर विभिन्न सूक्ष्ममात्रिक तत्वों से उपचारित किया 
गया । लोह (फेरस सल्फंट के रूप में) की दो मात्राएं 0.0 तथा 25-0, ताम्र (कापर सल्फेट के रूप में ) 
की दो मात्राएं 0-0 तथा 25-0 एवं जिक (जिंक सल्फेट के रूप में) की दो मात्राएं 5-0 तथा 0-0 
श्रंश प्रति दश लक्षांश डालो गयीं | ये समी लवण एनालार (बी० डी० एच०) कोटि के थे तथा विलयन 
के रूप में डाले गये । उपचारों का विस्तृत विवरण सारणी-2 में दिया गया है । उपचारित बीकरों को 
धूप में रक्खा गया तथा समय समय पर आसवित जल डालकर उन्हें नम किया जाता रहा। यह क्रिया 
60 दिनों तक चालू रक्खी गयी । तत्वों का विश्चयन तीन अवधियों 5, 30 और 60 दिनों पर किया 
गया । प्रत्येक अवधि के बाद मिट्टी को सुखाया गया तथा पीस कर नमूने लिए गये और बची हुई मिट्टी 
को पुनः इतक्‌बेंट कर दिया गया । द 


मिद्टियों का विनिमेय लोह गप्त,0&० (पी-एच 4-8) विधि द्वारा तथा ताम्र '्त,02० 
(पी-एच 7.0) निष्कषण विधि द्वारा [चेंग ओर ब्रे/ तथा ओल्सनर” विधि], जिंक को डिथिजोन 
विधि [सैंडल/ग] तथा फास्फोरस को ट्राग विधि [ज॑कक्‍्प्तन १] द्वारा ज्ञात किया गया। अन्य ससायनिक 
गुणों का मानक विधियों द्वारा निश्चयन किया गया । 


परिणाम और विवेचना 


सारणी-2 में विभिन्न समयों पर प्राप्प जिक एवं फास्फेट तथा विनिमेय लोह और ताम्र की मात्राएँ 
दी गयी हैं। इससे स्पष्ट है कि जब मृदा में अकेले जिक डाला गया तो फास्फेट, लोह एवं ताम्र की 
मात्राओं में छास हुआ । गिलवे एवं अ्रन्य| ” को मी मिट्टी में जिक डालने से इसी प्रकार का प्रभाव 
प्राप्त हुआ। ऐसा अनुमानत: जिक-फास्फेट का अविलेय अवक्षेप बनने के कारण ही होता है (कल्यान- 
सुन्दरम्‌ तथा मेहता?) 


जब जिंक के साथ लोह का विभिन्न मात्राएं डाली गयीं तो जिक, फास्फेट और ताम्र की मात्राएं 
घटीं फ्रन्‍्तु लोह की मात्रा बढ़ी । इसी प्रकार जिक के साथ ताम्र डालने पर जिक, लोह तथा फास्फेट 
की मात्राओं में हास हुआ परन्तु ताम्र की मात्रा बड्टे | इससे स्पष्ट है कि लोह एवं ताम्र की उपलब्धि 
पर जिंक का काफी प्रभाव पड़ता हैं। ऐसा तत्वों के बीच. पारस्परिक अच्योन्य क्रियाओं के ही 


कारण होता हैं । 


प्रस्तुत भ्रध्ययन से स्पष्ट है कि ० दिनों में ही जिक का 48-83 प्रतिशत, लोह का 94-00 
प्रतिशत और ताम्र का 75-8 प्रतिशत अ्रभिग्रहीत हो जाता है । किन्तु जब इनकवेशन का समय 30 
दिनों तक बढ़ाया जाता है तो उपलब्ध जिक और लोह की मात्राओं में वृद्धि देखी जाती है जब कि 
उसी काल में ताम्र और फास्फेट की मात्रा में छास होता है। पुनः: जब इनकुबवेशन का समय बढ़ाकर 
60 दिन किया जाता है तो सभी तत्वों की मात्राओं का क़रमिक हास होता है। अनुमानत: तत्वों के 
ग्रविलिय यौगिकों के बनने के कारण ऐसा होता होगा । 
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संख्या 3 


जुलाई 975 
विषय-सूची 
ओ० पी० गर्ग [79 


7-वरों वाले माइजर 6-फलन तथा लेगेंडु 


फलनों वाले कतिपय सूत्र 


बेरीलियम, मरकरी, टंग्सटन तथा ग्लुटमिक 
अम्ल के बीच संकुलों का निर्माण 


लागेर श्रेणी के लिये परम संकलनीयता गुणक 
प्-फलन वाले कतिपय परिमित संकलन हा 
इंसलेटर में एकाकी इंजेक्शन धारा 

स्तरीय फिल्‍म संघनन पर बाष्प अपरूपक 
प्रतिबल का प्रभाव 


विसिया फाबा एल. (बाकला सेम) के संरंध्नों द 


के विकास और दिगृविन्यास पर. एथिल 
हाइड्रोजन--प्रोपिल फास्फोनेट का प्रभाव 
दो चरों वाले प्र-फलन के गणनफल सम्बन्धी 
समाकल हा 

दों चरों में हाइपरज्यामितीय बहुपदों के जनक 
फलन के रूप में सावकत लारिसेल्ला फैलन 
क्रोमियम (५॥) तथा भ्रायोडाइड अभिक्विया 
की अणुगतिकी 

७--2त्ि परिवर्तों के कतिपषः समाकल 
निरूपरण 

दो चरों वाले सार्वोकृत फलन तथा उनके 
सम्प्रयोगों वाले त्रिगण समाकल सम्बन्ध 
अष्टि के रूप में प्र-फलन वाले समाकल 
समीकरण का व्युत्कमण 

माइजर के 0-फलन तथा कंम्पे द फेरी फलन 
वाला सम्बन्ध 
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ए०-चरों वाले माइजर 6-फलन तथा लेगेंड़ फलनों वाले कतिपय सूत्र 


ओ० पी० गर्ग 
गरियत विभाग, राजस्थान विश्वविद्यालय, जयपुर 


[ प्राप्त--मई 30, 974 ] 
सारांश 


४-चरों वाले माइजर 0-फलन के प्रसार सूत्र प्राप्त किये गये हैं। रोचक विशिष्ट दशायें भी 
दी गई हैं । 


90776 ई०/्ापा९ पंशरतणरच्ांगए 4 ढछुटमतेंडर ईएमटलपत्फाड बमते शिलेोेर€ए 0-चिालां०्ड 


04 वा अमंडा965,. 29 0. 9. एब्7३, 67४67 छत िव्ाट्फबाएंट8,. ऐगरांएटटश(ए ० 
रिवत्र[|+४४०४, थिएपफ- 


जिर्फक्गाओतय लिफ्ट 67 ले] 6-फ्यिटाठ्स णी को एक्यापबो0]९8 9ए९ 9९९४ तेलन॑स्ट्त, 
क्‍शटग्रह्ठ 0870टप्र0 28828 #॥8ए7९ 0९९7 #८८०74८०. 


। भूमिका : 


खाडिया तथा गोयल ने माइजर 6-फलन को #-चरों तक विस्ती्ण किया है श्रर्थात्‌ ७(४.,), इस 
को कतिपय परिवतेनों के साथ पुनः लिखने पर 
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पं (६0५) "२45, - ६5५ - ४88 -« 45% (]-4) 
ड्ि्ता 


और भी (७) द्वारा अनुक्रम 6,, ५५५ ... ८४ सूचित होता है, 


॥ 9 |) */ 8४4 *८। ॥ 


// 49 5्‌ है | | : 

| (५,)) द्वारा, अनुक्रम ०4३०५ --७ का १०% ३3 छठ कफ 64 3 ०, 3 * ३ %, 5 (/.,) !2 
उपयुक्त कंट्र हैं श्रौर घन पूर्णाक #, 2,, 2, ..., ?,. 6, 20., 0५, .... 2.७0 !8५ श,, श,, .... /ै4,, 
ध/, ५ .... ४ निम्नाँकित अ्रसमिन- काओझ्रों की तुष्टि करते है : 


8 470; 0:>7 06762 /-+ 25:4५ 0॥ #नन्‍व, ४, /..ै8. &च्त0 (दैल्ल, ४, ,.7 
के मान सम्मिलित नहीं हैं) । द 


कृंटूर 7., 5;-तल में है और अपने लूपों सहित --7०० से --४०० तक फलता है जिससे कि यदि श्राव- 


4 ल्‍ । ४] है ४ | 
श्यकता पड़े तो 4( ४०; -»«)- ४7, 2, .... ४७ के पोल' कंटूर <% के दाई श्रोर तथा < (५; | हे 


7 $ ब्भ. [20 ४०५४ ४५ ५ 
४उ-, ८2, ..७ २40 और (० ही दि 5; ) /55, 2, ...) ”£ के पोल के बाई ओर पड़ें जहाँ ॥<5, 2 
म्प्म, 


(2 
परिभाषित फलन ७(»,) (2०४) का विश्लेषिक फलन है यदि 
| था8 (४0) [६ (7--24#- ४-३4 - $(2॥८ 3/? “: ४८.) श 
यदि /557, 4. .... १४ 
(“,) 
तथा 


| 4(छाज॑-44/--४६) >> 4 + (९-/?-+- ४ यदि /--, 2, ..., !8.. 


इसके बाद सरव्त्र ये प्रतिबन्ध 4; प्रतिबन्धोंके नाम से अभिहित होंगे । 


2 संकेत तथा ज्ञात फल ; 


निम्नांकित संकेत तथा ज्ञात फलों का उपयोग उपपस्ति के लिये किया जावेगा 


यदि 2272()१) > | (५) | 


माइजर तथा लेगेन्डू फलन 8] 


का |. 0-2)77, (०) #% 
जया 


का2/ / (0--$॥०) 4 (१- ३/४) 
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जहाँ #% घन पूर्णाँक है एडेल्यी ।्.7'.ए, ॥(4) 
4. वर्क 4 -+- ॥१-- | के 
८५ (770, ० आप 2 जि कम नल (2-3) 
3. फल : 


निम्नांकित समाकलों की उपपत्ति दी गई है : 


/ | 
यदि प्रतिबन्ध (4,) तथा 270 १+-0 ० 4५ कट [22४(४) | 
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« (%/.): (<:0) 


उपरपत्ति 


(3-) को सिद्ध करने के लिये इसके बाई ओर 6 (४७) को (-]) के द्वारा कंटर समाकलों के 


रूप में व्यक्त करते हैं और समाकलतों के क्रम को बदनते हैं जो विड्ित है जियसे निम्वांकित प्राप्त 
होता है 


72 । 0 
हा |, ९(० 5/) (5४) गा | 2५. (८ ३५,.) | 


है (| --&8) ४+० » 5६-०7 2, (४) ८४ | 


अब आन्तरिक समाकल' को (2-[) की सहायता से ज्ञात करते हैं, (2-2) का उपयोग करते ओर 
(]"]) की सहायता से विवेचित करते हैं तो तुरन्त ही (3-] ) का दाहिना पक्ष प्राप्त होता है । 


(3-2) को सिद्ध करने के लिये (3-) के ही अनुतार उपपत्ति ज्ञात की जाती है । 


4, प्रसार सृत्र : 


निम्तांकित प्रसार सूत्रों को सिद्ध क्रिया गया हे । 
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<5%( 4 --%&/) ] 
(८ 
०/-३ क (#४-- ७) | (2/--] /  <ह 
बी जम मा 
जा > हर 2 ढँ थे / 


(09 3-३/), 6 (0, 3 |-३७), (७) 


हे. 0« (0४॥), (४) 6८9 ८ (0, तै- | ग्रे ) » ८) ५ (6, शै 27) ष (4 *] ) 


2+20, (+-90 - (0॥), (2४) 
| /८। /८। 
० |] ०20 / 3 ( (०५ 
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27(]--%*) ? 
(८3, ४) 
शत 2... #-#) | (#का) #। 


0 4-0 (#ज 5 |) | ए खा श्‌ः -#&-7) 


(]--&१-7 & | 





77, (): //4+ 20 | गप; (042, ॥), (०४2, 7) 
/9 4; 7+40, 2॥+20, (22, ४), (22, ?0 


क्‍ 2 3000 6//)॥ 


ह् [59 १ै-क/), 2६ (0, औ-+-3॥»), ( द ०५) | ००, ) | 20 ओह 0 0 कक) । 


«% (६००) 


(42) 
उपपत्ति : 
(4-]) को सिद्ध करने के लिये हम' निम्न प्रकार लिखते हैं 
| » /] -....29१ 0 हर 
ध (७) 55(--%2) १-० & हे के, इल 4 (48) 
50 (] -.. ४१) ४ 7-70 





(4-9) में दोनों ओर 2, (४) से गुणा करते हैं और दोनों ओर --! से --] के मध्य समा- 
कलित करते हैं, बाई ओर का मान ज्ञात करने के लिये (3-) का उपयोग करते हैं तथा 


| 7, (7, (४) &६0 जहाँ 7 


ओर (4-4) 


न, 


5: अडह 2 207+४) ! हे 
|. 0४ (07 ७0 #ौ कह] जहाँ 7० 


(4-3) के बाई श्रोर का सरलीकरण करने तथा समंजन के बाद 
20-7 #%(2/--) # -- /«) ! 
पे 2-:/«+7 पए । इक आम 
एन) कया नए हे (जा ) 
; [5 (0, 3-3॥0, ८ (9, 2+-क/») ० 


छए 20, 0; (80), (२४7) | ८५% 2 (0, 0-+- है/न- ) ६ (0, ॥--३?) (0५) 


?+20, (+-230 ; (2/0), ((282 
* 78 ्‌ ह 72 है 
(( ।( ८५०) न ( 40, )| 
८; / / 


हैः 
65० 







(85) 
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(4-3) में (4-5) का उपयोग करने पर हमें (4-) का दाहिना पक्ष प्राप्त होता है । 
(4-2) को सिद्ध करने के लिये, माना कि 


2 की 
( | #८, ९ (०) 


#«-0 


9 (08) 5 (| उतर) 6| 
(29, :४) 
(46) में दोनों ओर ४ (४) से गणा करते हैं तथा दोनों ओर --! से +! के बीच. समाकलित करते 
हैं और बाई शोर का मान निकालने के लिये (3-2) का तथा दाहिनी ओर के लिये (44) का उपयोग 
करते हैं | थोड़े से सरलीकरण तथा समंजन के पश्चात हमें 


सह | अभलिज ली 
जा जाई 0 व 


0,--2/-7 


८ 0; 24]+20 , न; (242, 705 (४2, 7) 
2; “९ 7, +40, 0-20 ; (22, 7), (22, ॥) 
| [(०७), (१७)] 
] / ( हैं; आई 0७ | 
3.80, ॥-३॥)५ 6 ७, १+३४३ ([%,) ७ ((2०)): 0 (0 १+-३), &(0 १-३४) | 


ट 
/ं 
9. 7 // ,4, ॥॥ ॥ 
््रँ थे | ( है 
[( कक ०0) ््‌ “2५, | 


प्राप्त होता है। (4-6, में (4-7) का उपयोग करके (4-2) को प्राप्त करते हैं । 








रा] 


5. विशिष्ट दशायें 
(4-]) की निम्नांकित विशिष्ट दशायें हैं : 


(7) यदि (445, |) बज (४३, 8) ््् (2३, |) छा (९३, |) जा तथा ४४ न ०४४, ४४0 सम )! का उपयोग 
करने पर 
7 6(७,) ०6 *# 
॥ थ  । 
१४8, काटे ०० 


कर “जः रे हु हे है । 
तथा ०५, ॥ में प्राचलों में सामान्य परिवर्तन करके (अग्रवाल) गुलाटी४ द्वारा दिये गये विविध फल 


प्राप्त करते हैं । 


(7) खाडिया” द्वारा दी गई विविध विशिष्ट दशाओं का उपयोग करते हुये कई अन्य रोचक 
विशिष्ट दशायें लिखी जा सकती हैं । 
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(70) चूंकि 6(») अत्यन्त सार्वोकृृत 6-फलन है श्रतः प्राचलों के विशिष्टीकरण एडल्यी!श का 
उपयोग करते हुये विवेचना सूत्र प्राप्त कर सकते हैं । 
कृतज्ञता-ज्ञापन 


इस शोधपन्न की तेयारी में डा० ए० एन० गोयल ने मार्गदर्शन किया जिसके लिये लेखक उनका 
श्रामारी है । 


निदंश 


). अग्रवाल, आरण० पी०, प्रोसी० नेश० इंदटी० साइंस, !965, 38& , 5385-46. 

एडल्यी, ए०, साइम्मक वफब्ाइटटशत27057 #प्ाटा075, भाग 7, मंकग्राहिल, न्यूयाक 4953, 
एडेल्यी, ए०, "80]65 ० [7९87० 0"828/07775, भाग 7], सेकग्राहिल, न्यूथ।र्क 254. 
गुलाटी, एच० सी०, विज्ञान परिषद्‌ अनु० पत्रिका, 97], 4, /7-88. 

खाडिया, एस० एस० तथा गोयल ए० एन०, विज्ञान परिषद्‌ अनु० पत्रिका, 970, 43, 9]-20. 
खाडिया, एस० एस०, पी-एच०डी ० थीसिस, राजस्थान विश्वविद्यालय 97. 


कि बह दया "कि 5 


४ ।।॥8॥73 २870 5 ॥306 /#॥७53॥43॥ ?3£॥[८ 8 
४०0. ।8, ४० 3, |७७५, 4975, 722९६ ।87:90 





बेरीलियम, भरकरी, व््यवथ्न तथा सलटसिक अश्ल के बीच संकलों का निर्माण 


शिव प्रकाश, बरधणी प्रसाद तथा रणजजय 
रसायन विभाग, इलाहाबाद युनिवर्सिठी, इल्पहुएबत् 





| प्राप्त--अप्रैल 30, 975 | 
सारांश 
गलटेमिक अग्ल के साथ बेरीलियम, मरकरी तथा टंग्सटन के संकुलों के निर्माण का ध्वनिवेग 
मापन विधि द्वारा अध्ययन बिया गया है। बेरीलियम के साथ संकुलों का निर्माण :2, :], मरकरी के 
साथ :], :2 तथा टंग्सटन के साथ :4, !:2, :] घातु-अम्ल अनुपात में होता है । 
43579 0६ 

#टांत 0ाफ़ाएड िागन्वा।णा ० शापशाएंर 22ंच ज्ञात ऐशए्रएा, प्रशरप्राप् बाएं प्राष्वषएशा, 
97 8॥#ए शिव वणाी, विश्वाहदाा। शिव्वष्दत॑ 800 रिवाशा।8५ 8090, एीशशंशएए 3226एशांपएल्या, 
/0[8॥978 0 ए॥एट८ा'४॥9५, 38/09090. 

(079०5 0फ्रवाता उ>लफएल्शा उलाजीपा, गलाएपाए बद्ातव॑ प्राइ४ंएा 8 छरावोंड बाप 
शफित्षाओंए चठांप 8 वीश्ातदं गर5 #ल्ला आपवदारत॑ 5५9 प्राकव80गांठ ए९००ाए शाह्वर्रालाला 
एहा॥00, ऊिशजीपणा। णिआ३ :2 270 ]:, गाल ]:2 दातव॑ 444 थाव प्राएडश :4, 4:2 
बाएं 4:4 ०07|70०४९०5 ए॥ |॥९ 800. 

ललुटसिक अम्ल में संक्रमण तत्वों के साथ संग्रोग करके संकुल बनाने का विशिष्ट गुण है । 
व्वनि वेग की सह'यता से संकुलों के निर्माण का और उतके संघटन का अध्ययन किया जाता है। कपूर 
ने ग्लूटेमिक ऋग्ल तथा ध्न्य धातुओं के संयोग से बने संकुल का श्रध्ययन क्रिया और उसके संघटन 
का पता लगाया | चउतुबंदी तथा प्रकाश ने इस अप्ल के साथ थोरियम तथा लेड के संकुलों का संघटन 
ध्वनि वेग विधि से ज्ञात दिया | अय विधियों को प्रयुकत करके अ्रध्ययन करने वाले कुछ वज्ञानिकों के 
नाम इस प्रकार हैं:, टोकेसोदा तथा यामाज़ाकीश, लाई तथा चांग, नागेश्वर राव” एवं रंग तथा 


प्रयोगाच्म कक 


5 4०/४८० आवत्ति पर प्रकाश विवर्तत को विधि से ध्वनि का वेग 32९८ पर ज्ञात किया गया। 
ध्वनि का स्रोत एक ऐसा जनिन्र था जिसमें दोलक इकाई तथा 7 इंच व्यास का स्वर्ण लेपित क्वार्ट्ज 
65.7 2 
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ख्ी हक 
७ 0- 3०३०७ 002/४ + 6///्िय८ क्‍टश४/॑2 02/7 0/ 8७४ रा 35% ८ 
04% / /36830 0.0 20202? ///कवैकश/2ट ल्‍#र</# 24 /7 


इफथ खि 30.4 20//2/# ८/७/टाकशरट ४८४४ 2 20//५ 


बीए उ67#.8 0 07//7 # #८#/वेकएट जॉसटकाी की 27 ही 





2 €& न्8 6 7 


का । 
847 का योल अंश 


कम + | ही 


शः 
8६ का योल अंश 


( चित्र ! ) ( चित्र 2) 


२0-ख-.. #बॉडफडीक. 0 27/7 २ 6/24फिंय ८ नाना ८ कर 


हा 0 #्ररदीद कर: दींद्धातका 250 //४ 
00 /४३२2 ७४०५८ 802//7 66/४७/24८० 0:02/7 हर ५ 2 कक 5 व 40 कीट जल आह क  याह 


* ये शक 622 #/04. 0 ९४७४ * 6/७ (27/2 (0(// 2 2/२४ 


ह्चनि वंग #/5 





| का हप् हट प्ठ 7० लक जप पद् पद छा 5 72 


3+: मोल ४४ ही / हा 
७४३7 का मोल अंश ॥/ 3 का मोल अंश 


( चित्र 3 ) ( चित्र 4) 
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घर <> 9८८2 ०४22: # क#/कफडउ:ट अी८धआ कर ह7 
2 2 <कुर2 272/7# &किविक-/ ८ /८72 ४७3 मी बी #फडीड 2डॉउ# दशक बरत ७४/, 


बढ डा #कुटरए 2०22/४ 6/0/मििंघर बध/्उा 087 /7 न 






| 


/250) 


>> 
हि 
६) 


छ्‌ 
(> 
() 


अवनयन » ॥0 * सेगी /आइन 
( 


है १ 

कक 
(7 
९) 






ि । & ९९ ले () /- 
(804 ++- पर धप-++४ या ा+भफछआ/आ/फ्रपफफई-ड-छ४----++ 
#9- का मोल अंए ४9 का मोल अंश 
( चित्र 5 ) ( चित्र 6 ) 


ट्रांसड्यूसर था उपयुक्त किल्टर को प्रयुक्त करके मरकरी लैम्प द्वारा प्राप्त 2657,६ तरंग दैध्ये का प्रकाश 
पुज व्वनि तरंगों के लम्बवत्‌ डाला गया । एकवर्णी प्रकाश प्रयुक्त करके प्रथम कोटि के फ्रिज का फोटो- 
प्राफ लिया गया और मापों द्वारा ध्वनि वेग ज्ञात किया गया । विलयनों को तैयार करने के लिये आसुत 
जल को पुनः परमेंगनेट की उपस्थिति में आसवित किया गया । सलुटेमिक अम्ल बेरीलियम सल्फेट, 
मरकयूरिक क्तोराइड तथा सोडियम टंग्सटेट के &.7२., 8])प रसायनों का घोल इसी आसुत जल में 
बनाया गया । विभिन्न संघटनों के विलयन बनाने के लिये जॉब की सतत्‌ परिवर्ती विधि अ्रपनाई गई । 
ग्लुटंमिक अम्ल में लवण विलयन के मिलाने के बाद विलयन का' पी-एच बेरीलियम के लिये 4-] पर, 
मरकरी के लिये 52 पर तथा टंग्सटन के लिये 5:] पर निर्धारित किया गया | विलयन को 2 घण्टा रख 
छोड़ने के बाद पुनः पी-एच मापा गया और यदि थोड़ा-बहुत परिवतंन पाया गया तो उसे ठीक समंजित 
कर दिया गया । इसके पश्चात्‌ पी-एच में कोई परिवतंत नहीं पाया ग्या। विलयनों के आपेक्षिक 
घनत्व का मान पिकनोमीटर द्वारा निकाला गया। ध्वनि वेग ? तथा घनत्व » ज्ञात हो जाने पर 


|॒ ध कर में से , 

संपीड्यता (8 की गणना ,8-- 39 दीरा की गईं। पानी की संपीड्यता में से विलयत की संपीड्यता घटा 
देने पर संपीड्यता अवनमन ज्ञात हो जाता है। घ्वनि के वेग में सम्भावित त्रटि “5 05% है। 
बेरीलियम, मरकरी तथा टंग्सटन की सान्द्रता छा0प से अ्नुमापत करके निर्धारित की गई। 


परिणाम तथा विवेचना 


अध्ययन के परिणामों को चित्रों के रूप में प्रदर्शित किया गया है । चित्र !, 3 तथा 5 में क्रमश: 
बेरीलियम-सलुटेमिक अम्ज, सरकरी ग्लुटैमिक अम्ल तथा टंग्सटन-ग्लुटैमिक अम्ल निकायों में संघटन में 
परिवर्तन होने पर ध्वनि-वेगों में होने वाले परिवर्तन को दर्शाया गया है जबकि इन्हीं निकायों के संपी- 
ड्यता भ्रवनमन परिवर्तन को चित्र 2,4 तथा ० में प्रदर्शित किया गया है । जैसा कि इन चित्रों से स्पष्ट है 
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बेरीलियम तथा अम्ल :2,:4 अनुपातों में, मरकरी तथा अम्ल |:2, :। अनुपातों में तथा टंग्सटन 
एवं अम्ल :4, :2; [:। अनुपातों में संयुक्त हो कर विभिन्न संकुलों का निर्माण करते हैं । पक्षों में 
न्यूनतम की स्थिति जात कर ही इन अनुपातों का पता किया गया। न्यूनतम को स्थिनि में अश्रधिक्तम 
संकुलन होने की संभावना पाई जाती है । ध्वजिवेध तथा संपीरय वा के आजपय से यदट स्पष्ट हो 
चक्रा है कि दो ऐसे प्रवयवों के, जितमें आपय में अन्योच्य किया नहीं होती, मित्ण का संवीडबता भाव 
दोनों अवयवों में अनुपातिदा मध्यमान के बराजर होता है। परन्तु याद इसके विपरीत उतर आपस में 
गेई अन्योच्य क्रिया हो रही है तो संपीडयता का मान अनुपातिक मसब्यमान से अधिक हो जाया है क्योकि 
मिश्रण में युक्त आयनों की संख्या में कमी हो जाती हे 


जिन अनुपातों में संकुलों के निर्माण होने को पुष्ठिठ हन आँडड़ों से हुई है उन्हीं अनुपातों भें इस 
संकुलों के निर्मित होने का पता विभवमापी अध्ययन द्वारा भी हु कै5 ॥। स्लटेमक अम्ल द्िदन्तुर 


न्‍्लै 


तथा त्रिदन्तुर लिगण्ड के हूप में श्राचरण करता है । वेरीलियम, टंग्सटन तथा मरकरी से संयुक्त हो कर 
स्‍लटैमिक अम्ल के विभिन्न कीलेटों का निर्माण होता है । 
निदश 

कपूर, एस० एल०, थीसिस, इलाहाबाद विश्वविद्यालय 966, 
प्रकाश, एस० तथा चतुर्वेदी, सी० वी०, एक्टर किसिका०, (हंगरी) 972, 72, 289. 
टोकेसोदा, एच० तथा यामाजाकी, एच०, बायोपॉलीमर्स , |966, 4(7), 73 

।ई, टी० टी० तथा चांग, टी० एल०, एनालि० केमि०, 96।, 33, [953. 
नागेश्वर राव, जी०, जू० साइंस इच्ड० रिसर्च, 962, 2(9), 93. 
रंग, ए० पी० तथा रेलिया, आर०, श्रल० आई० कुजा इयासों, 964, 0(2), |45 
श्रीवास्तव, एम० एन० तथा सिह, एम० के०, ज० इनौगे न्यूक्लि० केसि०, [972, 34, 567. 
वही, वही, 972, 34, 208], 


०० ० 9 ए की ७ ऐ ४ 


४[79798 ?8"[59 6 ४7४52॥4 ॥3॥ 73६67 [[८० 
४०।. 8, ४०. 3, |५७५, [975, ?88९७५६ 49[-।96 


लागेर श्रेणी के लिये परम हंसकारीयता गुणक 


टीकग्म खिल 
राजकीय इंजीनियरिंग कालेज, उज्जेन 
| प्राप्त--अ्रप्रेल 30, 975 ] 
साराश 
प्रस्तुत शोध पत्र में बिन्दू ४-50 पर लागेर श्रेणो के लिये परम संकलनीयता-गुणकों की खोज 
की गई है। प्राप्त परिणाम चाऊ के परिणामों के संगत है जो फ्रियर त्रिकोणमितीथ श्रेणी के लिये 
प्राप्त किया गया है । 
43 05#790|[ 


43780/6 इपशाधनतऑओ||ए विटा॑णा'ड 0ि 802९ इशांहड8,.. 87 पाया डिाशशी, एए0एटाए- 
शाह्या। सशाशांए€टाप 2 (0]026, (]]थांए, 


[79 5 99767 ॥6 87050प्रां 5प्रतरा5 छत चिटठ078 07 2फएटाए8 8658 786 77068४॥- 


श्वा९त 4 6 907 0. छपाउट३5प॥ 2076590708 40 8 65फ7 0०7 (॥0प्मन [2] 07 76प्रांध 
(2070776॥720 ४९768 


. माना 2 ७, दी हुईं अनन्त श्रेणी है तथा माना कि ०, द्वारा 2 ०७; के आंशिक योगों के 
अनुक्रम (७,) के काटि एक के 7वें सेजारों माव्य का बोष होता है। श्रेणी 29, को पूर्णतया संकलनीय 
(८', ), या संकलनीय | ८',, ] |, कहा जावेगा यदि 

22 । 0०,/"77 ०॥-] | 

; 
अभिसारी हो । माना कि 4, द्वारा अनुक्रम (#4,) के कटि एक का #्वाँ सेजारो माध्य व्यक्त होता 
हतो 

(०, -7०५-.) _- 4 - [4] 
फलन /(-) ८ /[0, ००] से सम्बद्ध फूरियर-लागेर श्रेणी को 
(०० < ०, /१(२०), ([.) 
) 


4 ( 
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द्वारा व्यक्त करते हैं जहाँ 
7' ॥-- ० दि की अल / | 
(०+) % $ 4५7 | ८० 7 +& (०)/(79) ४, ((:2) 
(०) पक 
तथा “« (७) कोटि ०>-++ के वें लागेर बहुपदी का बोध होता है जिसे जनक फलन 


2! 82 (७) «०”--(]-- ००) ०-१ 6४७ ( 20 आना | (("3) 
॥४ल्‍०0 


द्वारा परिभाषित करते हैं । 


लागेर श्रेणी (:) की सामान्य सेज़ारो संकलवीयता के लिये का्गवेलियांजा& ९ तथा जेगों?। 
के सर्वेमान्य शोध कार्य को देखना चाहिए। हाल ही में गुप्ता! ने एक शोध पत्र प्रकाशित किया है 
जिसमें फूरियर त्रिकोशमितीय श्रेणी के लिये बोसक्वेट!! तथा बढ लंस्की!५ जैसे फलों की स्थापना की 
है । अभी तक किसी ने लागेर श्रेणी की परम सेजारों संकलनीयता पर कार्य नहीं किया है। प्रस्तुत 
शोध पत्र का उद्देश्य बिन्दु ४70 पर लागेर श्रेणी की | ०, | | संकलनीयता का अध्ययन करना है। 
हमारे परिणाम चाऊ द्वारा प्राप्त फूरियर त्रिकोणमितीय श्रेणी के लिये प्राप्त पूर्व फलों के संगत हैं । 

4 च 

८2० ५५९ 
४( 9)5/( 9)- 4) क्या ः 

को लेकर हम निम्नांकित प्रमेय स्थापित करेंगे । 


प्रभेय : --<०<€३ तथा (१४) के लिये अवसुख अनुक्रम ऐसा हो कि 20,/# श्रभिसारी हो तो 
श्रेणी < 4५ / ! (00 |0,। | बिन्दु ४550, पर संकलनीय होगी यदि 


/7(/) 5८ । [९ 9)| 4/-७०(४५४१), ज्यों-ज्यों 7-*0, (3 [) 


तथा 


। ८.2/8 97%/2-73/72 | $( 9) [ध/<< ०2. (3-2) 


। 
4. प्रमेय की उपपत्ति के सम्बन्ध में हमें लागेर बहुपदियों के निम्नांकित क्रम-अ्रनुमान तथा 
उपगामी गुणों की आवश्यकता होगी जिसके व्यवकलन ज़ेगो/” ने प्राप्त किये हैं । 


क़म-अनुमान : माना ० काल्पनिक तथा वास्तविक है, ८ तथा # स्थिर घनात्मक श्रचर हैं और 
साना #-> ००, तो 
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>४7%/4-7/4 (2(४%/2-7/4), यदि ८/४<(८<॥%; 


7 मनन | (4-) 
00%, यदि 0<:<&€८/क. 


उपगामी गुण : माना ) तथा « क्रमशः काल्पनिक तथा वास्तविक हैं, #>0, 0<9<4 
#-> ०० के लिये 





]785 &%/2 >८' है (20) -४2, (42) 
प्राप्त होता है जहाँ 
7782(१-- $, ड्रै७-- 3), यदि ॥7<€:०८< (4-9) ४; 
॥785()-३, 3०. 2), यदि ४>४#, 


उच्चिष्टों को (43) में दाई ओर दिये सदस्यों के अन्तराल पर लिया जाता है । 


>. इस प्रमेय की उपपत्ति के लिये हमें निम्नांकित प्रमेयिकाओं की आवश्यकता होगी । 


प्रमेयिका ॥ 


/2 हे ॥ हा 5 
माना ७ (७05८ (5, “४९०, जहाँ 5७०05 & व्य(0) तो प्रमेय की परिकल्पना के भ्न्तर्गत 


0 (०)55०(४). 
उपपत्ति : 
(:]) से, 
&(०- बनाओ | ०?>ब्7) 277) ०० 7८ (०० 


नग्न) | «०३९ 747 (070) %, 


निम्न सम्बन्धों के द्वारा 


5 77 (0७7. () तथा 7. (७) हक 


#77₹50 


श्रत: लागेर बहुपदियों के लाम्बिक गुण का प्रयोग करने पर 


8, (०-4 |, 70 (3) $(3) 


6/7 ५0 ० 
बा 
0 €/7: €) 
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4] | 0-7५, माना (०) 


(4.]) तथा (3-), का उपयोग करने पर 


| ८/2४ 
4 स्ल्ज् | 
(| 
८|॥: 


अत 2(//775) 
0 


हक 


(६४। ४) 


7. ())| | ४( 2) | ०७ 


(। 





नह 


| $( 9) | थ!।! 





व्य्् (2(80/ 2) (धरा ४-7) 
-- (27), (०2) 


02727 ॥: ई- 8/2-4 8। अर 2 2-«7/व4 । ([ )) । (७ 
| 


4५ ० 
तथा /9770०() | ह 
४ 6 


(॥) 
के 


नल (0[/5/% | ४/ 8९ | .. ए 0/2 8॥[4 | ()( ॥) । (2 
(| ॥8 


हे ) (६) (, 5 ४ | न ( 
से (2/4:4४/5 ४/॥ ९ || ७-००|४-०७व | । | ( पर मा )| छ-०३-94 #( 9) त) 
पर 2, आज 8 8 ॥ ' 


्छ- ६ )/77<९/2 08 |4' 
(ई४ 


हि 


। "५ /” ) 
) | अर 


न-08), यदि (बडा) (5'3) 


ग्नडे 4 9 


अन्त में (42) तथा (43) में १- ४7 ४ठाण 43657 ब्रूरतने पर तथा परिकल्पना (32) का 
व्यवहार करने पर 
के ०()| 209७5 8508 कै?फइ908 | 3) | &॥ 


प् 
६) 


(े 


*। 


शे 
(20). (/ 4) 

इस प्रकार ' (5-]) ... (5-4) के बल पर हमें वांछित प्रमेयिका प्राप्त हो जाती है । 

प्रसेथिका 2 [9, $ 3-7] 

यदि (»ध) अवमुख तथा परिबद्ध श्रनुक्रम हो तो »,, घटता है, #॥/५),,- “0, और श्रेणी 


॥$ ७ | 
४ (75 ]/0 5 है, 


धिशम्स0 


२५ 7०7॥ », में ग्रभिसरण करती है । 
7“> ०० 
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प्रमेयिका 377 


यदि (»,,) ऐसा अवमुख अनुक्रम हो कि 2 2,,/# अभिसारी हो तो 9» अनृण तथा हासमात्र है 
जिससे प्रमेयिका 4 के प्रतिबन्धों की तुष्टि होती है, और »#₹-0(/08 #%), ज्यों-ज्यों #->००. 


6. पग्रमेय की उपपतक्ति : अबेल के रूपान्त रणा द्वारा 


पा [ है| )े 
/४। 2] उक है) ४ 
जहाँ 
४9 ०54+ />(१(७) 
[ 
55 4 0 (09) 5 गी ४ 5५ 
व कक, 8, धन घ्छ -- ) हे /( 7) 65% न क 





१! [.] ११) 
न अल हि 8 (५ दंत) नस 


6 
सा 7४ 2५७ ४ 
नन ०» 07 करना *« अं 
7 ब्कर्य काब्ज्य, १2% 


८ 0 
- 2. / 2), ५0) 3 हज ढ्प 3 ८349 





7 


(१) 
॥7-7 )फ ७ 


हर गा 72(9--4) ग 


(८. 


(4) 

7 70() 
॥-॥ ॥7-7 गर 2, 

न्न् ली न-77 (४ ),, -- रे ८६ /फ न: का “, /१॥ 7 0() 
7! ८७ य्स् पर स्स 


-+0(]), ज्यों-ज्यों #->०० तथा 3, 4 तथा 5 प्रमेयिकाओों के उपयोग से । 
इससे प्रमेय स्थापित हो जाता है । 


कतज्ञता-ज्ञापन 
लेखक डा० जी० एस० पाण्डेय के प्रति अपना आभार व्यक्त करता है क्‍योंकि उन्होंने मार्गदर्शन 


किया । सुविधायें प्रदान करने के लिये वह प्रिसिपल के० एस० मूर्ति को भी धन्यवाद देना चाहेगा। 
4? 3 
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छा-फलन वाले कतिपथ परिमित संकलन व 


आर० सी० मांगलिक 
गशित विभाग, शासकीय विज्ञान महाविद्यालय, ग्वालियर 


| प्राप्त--नवम्बर 6, 974 | 
सारांश 


प्रस्तुत शोधपत्र में ज्ञात तत्तमक का उपयोग करते हुये #-फलन वाले कतिपय परिमित संकलन 
प्राप्त किये गये हैं । 


ब्रा 


60ग्रा९ गि6 डण्र/न्रांगा5 ॥7एकण़्ाए जिं-फिलांणा | 87 7,८., |/क्राइ:४, 700एकांए।शाए 
०ी ७४।॥९००४(०३, (00फ727ादा 5ट0006 (0688, "फ़्था07. 
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वास्‍लशिरण तल्गांतह8 ०५, पर गरचापाकों एुलालशीरख्ांण ण 6-पिलाता 78 श0०55 -प्रा70- 
(गा ात 6 ब्रणाधण$ णीए)। ग॥ए७ ग606: शांएशा बाएं 7९8पी35 गरएए॑एाए खन-फिाएंातणा, ॥00- 
७००]9, (/75$ 7799 98 व76 40 ॥6 खि6 (वा का। गर65््टाबं आंग्रा।दा (070, जरेणा 45 66 परका। (00] 
जल तल्ांप्कांगा 9 पीला 6875 7 6 6-पिएांणा 75 ॥0 3४३०8 0 5फपिा00- 


07 (96 ०00०7 ॥970, (6 उ९8प3 ठीक ॥] द्वातथि (क्का 06 शाश्वत 8 एथए 877[070 ५०५, 
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प्र-+07०००0७ ० 006 ॥0 [५०० ५87729]6877, ॥7 [73 90067 96 0छाक्या। 5076 ग्रि6 $8प्र778- 
(075 ॥090एशंग्रट्‌ 486 मझा-फपिला00, पशंशड़ 06 #70ज7त॥ [06४7॥09४, 


. हम परिणाम [6, ८वग. 4']: 


4+- 8, ध--६ --7 धं- 6, ६-० 
. “धन 8-4) ५7१ 
/८ 4 | 


धं ्ं 


व ३247 
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हि श 
... ॥] (४), बज क 


का उपयोग करेंगे जहाँ बाई झ्योर पादांकित #|-। से सूचित होता है कि इरा प्रसार में /" श्रेणी के 
केवल प्रथम #+-! पदों को सम्मिलित करना है । 


फाक्स/2 द्वारा प्रचारित -फलन को निम्न प्रकार से व्यक्त एवं परिभाषित किया जावेगा: 


कह 0-०६ 27%) 


(६ (८ 
77 70-7३ ») 7/ 7(-०, +० ७) 
] है 8 बच] 


2०० पननननननना+-०+ जी कस शज2.बहलकलअ 2 जल कक अप अप हल मम मल कलम फीट कस 2 पद मिल लक] ] शिल टडड मिल: ला ल्‍] न 
नल ७ हे 2 40 >ठुर | (3)# & . (-2) 
४7 ४ (-/+73 9)  7(४/- ० ४) 
च्ाका मच 


जहाँ रिक्त गुणनफल को इकाई माना गया है, 0<756, 05 ४59: सभी ८ तथा / घन हैं, 2. बार्नीज 
प्रकार का ऐसा उपयक्त कंदूर है कि 7(७,-/ »), /5-, 2, .../ के पोल कंटर के दाहिती ओर पड़े तथा 
2(]-2|+० ४), /5, 2, ...४ के कंटूर के बाई श्रोर । हाल ही में ब्राक्समा ने #-फलन के लिए 
उपगामी प्रसार तथा विश्लेषिक संतति की विवेचना की है । 


2. इस श्रनुभाग में निम्तांकित फलों को स्थापित किया जावेगा: 

















के | | (--4८, ८), (०५, ९ )), (ध--०-- , ०), (४--/, /) । 

/०0 7 < (ध--/) (८ -8--/; 7), (थ॑ 300 20 06 407 (/, ५) 

_प [ (४/--4--8, ० 7) (4/॥ ०५), (#/ 08, /), (रथ ४, ५" ] 

(60वें 0 (/ 6 ने 7५2): (0070): जैआ - 0, 2 | /)2/, 

र ] | प्र [ (6५, ९/), (४--0, /), (४ - 6, ८) ] । (2-) 

'[ ४ (४-४) (४--४--० 4- , /), (#/- ८-| ॥, ८), ((0+ ./0) |, ० 2 

हे 4 ॥(4-. 8 -- +) | [ (75 06/0)5 (6000). , ०) ] | 

56 (धर) (07 ४४७६४ ४) (0020) 77% है: €)/7 

-. 7 (2 (ध--4--४, ९), (६५; ९/. ट्ध ८, ९) | 

(ब-०+-7, ०), (४५ /0), (४-० -2४ /-, ») 

7(४-- 8-४ -.]) 7 (4५, ९५); (रव--८ ] 9-2 

4 ऐ 8 ” [ (धं 6-77 (0/5 गे 2) 
(।--0--66 --/, /) (४५, 0 है 

प्जध व १727 जा [0007 8 ४7) 

([--0०--६४--॥, /), (४५, ०»), (४ | ?- 6 | ।, । 

(६ | 0 --र्ध, /) (१, ५) | 80->- रथ, / 


5 ८ को है| 





वजह %) 


८-- ८ -- -- / ! 





। 
| 
[| 
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हल ] 74-७6 मा |) न । (6 -- ६ --7?, हक (६५, ९५) 2-3) 
गंध उआ ५ 660,07/8658,/):/ ह 
के जे | कफ (० (६५, ०५) (4-४, /), (४--०--, /) 
/्ल०0 2" * (व -82--७, 8), (ध-4- ध +-+, ॥), (20, 4) 
__7 (८ (धै-- 8-8, ४), (4७, ९); (ध--/, /), (४- ०, /) ) ; 
(4-- 8--7, 8), (४--० -+ /५ ॥), (90५ 700 %(>थ >> ली) | 
_ 4 (4५, ०); (ध-+-#, /), (४- 4, /) | 
8 रा (2 (ध-! ॥#--8+-, ॥), (4-- 6+ 77% /॥), (84५ ] (274) 





उपय॑क्त फलों की वेधता के श्रबन्धों तथा # के पादांशों को जाव-बुक कर छोड़ दिया गया है क्योंकि इनके 
बिना किसी प्रकार की संदिग्धता नहीं उठती । 


3. उपपत्ति 
(2.4) की स्थापना के लिये इसके वाम पक्ष में (:2) का प्रयोग 4 परे दी 


$ आर मिलन मा । । का -+-+८3) 2(४--9-/४+7) 2 (४-५० ]-- ८४--/) 
50 4 (4न-7) | था । कु शे (6-००) रीध--9-७) :(४--०-१-०८ ८७) 


__7(6+ 9 -- ०४- ४-- 4-+- ) / (४- 0 --5-+-7) 2 (४-०--८४+ /) 


जे पा री अन्‍मीयाख।भहभभ 5 ५ 
[पृ--8 4-2४ + हि -- रथ) / (ध-- 8-४७) / (--6--८४) | कल 


प्राप्त होता है । संकलन तथा समाकलन के क्रम को परिवर्तित करने पर 
| मं | 
न 6 2 8 0 
_(6+-8-+-०४+-४--4)(बै-- 8-४), (4--०- ८ | 25 ते. 


अब (:) का उपयोग करते हुये हमें (2:) का दक्षिण पक्ष प्राप्त होता है जिससे फल की सिद्ध होती है । 
इसी प्रकार परिणाम (2.2), (2.3) तथा (2'4) भी सिद्ध किये जा सकते हैँ । 


4. हाल ही में अग्रवाल तथा माथुर [0, 9. 530] ते दो चरों वाले अ-फलन का सृत्रपात 
मेलिन-बार्नीज़ प्रकार के समाकल के रूप में किया है। इसकी अभिव्यक्ति तथा परिभाषा निम्न बश्रकार से 
हक (०.५ १/५) | (० ] (९/५३ ०॥8) 


की जावेगी 
ह। 
22५ (9 (६५, 00५) । 295 ४] (63: ८4) | 


दा ह्नाः । हे | 66 - 74, 77097 बेर व! (4-) 


7! 


> !. | कर, ०] (०॥.., ५/ 
| (2, कक ला 
/ | [25 4:4 (009, 79) 
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जहाँ () (६५, , ०५५] ) के द्वारा प्राचलों का सेट (6,, ०१), (6५, 5५) पा (6,॥, ५ 0५0३) * 
(6.0 +७ प्यधता) "० (4/॥,५ ५५७)) व्यक्त होता है । इसी प्रकार के प्राचलों के सेटों 
को (00.5 30, ); (८/,५ १/५)(4५, $ 9,,) के द्वारा व्यत्त करते है | 

(0) ०, /, %, 0, ० तथा ८ सभी घन हैं 


(7) 2/ तथा 7” उपयुक्त कंट्र हैं तथा 


पे 3 (व ०] -- ०.7 ) 
्ड। 
(0), स्वर मर कम तकरार पक नस कट कल ल्‍स 


जच्यानूपाय 


(7 7(-० +१छे 7 7(#॥- ७) 7-० +ग) २ 7(/- ५४) 











॥(७, 75% हल -- जी ु 
7८77-१७) // 72(-४/+०७) / 7(७- ०४) <#/ ॥९( “]+ <।/) 
ह। +)0)० 7५ पा 
यदि 2(कवर न॑ ॥02 न 79)07/7- 4( + /22 42 


2(का न-73 | 73) >2/7 +-47 +/१३ - 45 

| भा (०0 [<[का+आान 797 ्र(७0:- 4. |-| 4५] 

| धा8 (9) /< क्ान-ह8+४३-३(/-| 44-| /?५ | 4५)]| 
या ान॑ वा +4क७ 02 778<क्षा+न49] या [+ 79<वीान 4७ 27-/8 "वी +43] तेंथा [७ |<<|, 
|» |<! द्विगुण समाकल (4:) अभिप्तारी होगा । (4-2) 


>. इस अनुभाग में अनुभाग 4 में परिभाषित दो चरों वाले //-फलन वाले परिणामों की 
स्थापना की जावेगी । 


थ्र् । प् ॥ ४, 9 | 7 हे [ 9 ० (ध-- ६ 336 4 [ 9 /), (4073 ०५/१) 
#ह0 7 * |. 9 20। हा [ + ५7 ण् [ हे (84, 5 34, ), (- 4-4 9 /) 





( ॥72 --। | ([--८--9 --/, /), (८/५,५ १/2) क्‍ रा + 9 7778 ] (८/,५ 9०/ )) (4, /2) 
73 77, 42-ी [/ (4५,, %,), ([--८-/, /) 728+4, 4५ + /(]-| 4, /), (/,, ८) 
कक -+-2, ० | (४--4--/--6, ॥), (४-६ -|-+", /) (४/, 6 
207+2, 44+ 2 (8५, , 30, ); (४--६-- , /), (४--4, # | 


(2 77५ +- ] ((--८- 8 --/, /), (८/५,५ १/;) ॥ /.) (00 ०/, ) | 
248 कक ध » ६५ दर ] (4५, 0५, ) (। -४/-- /, /) 4295 ५9 (/५५३ 60३ 


७- >क८बकक्न्‍नस्य--.&>-#ब्-थ्मती 


नीम | 














7->फलन वाले कतिपय परिमित संकलन 


























20] 
हा ] पा | रु बज , ० | (४-६ +- #, /) (६/५,५ ०५३) | 
क्र 27+, 4+]| (8,,, 8,.); (4-०, #) 
(कक ० 0000 (७) ७६ को] (5.0) 
722 34५ +- ] (४५,, 00५) (। “74/--# 4) 235 45 (64.5 ८0.) 
रा [विस | ) ह हे को 
#०0 7 ( (करन था (09,5 30,) 
हे 792--7 ] (2--4- ८-/#, /) (८/., १४४) (4 | (८५.५ ०/.) 
न ] (59 स (ध८५,, 00, ) (2 धर (४4 /) (्‌ ्ध-- / /) 4235 43 (/4५५ ८4.) 
्फ् | का ॥ गज 2 | (४-४--८--, ४), (४-82 --#, ४), (०/,, ०%,) 
छान॑> वा (00७ 049]» (4--89 +-6, ४) 
(” ॥72--7 | ((--4-- ४-/, /) (८५५५ १४५ (रा । (८/,५ ०/५) । | | 
28277 42-2/ (4५9 %,), ([-4- ०, 8), ([--4--#, #) | १४०७, 43 / (9५५ ८१5) 
_. । पर | | राय न , ० (धं । --#-- /) (६५, ५ ०५३ | 
| शर्त ४8 (04.5 (3, 
| 2य ॥ ] (| व्फा 4+-- ८(--77, /), (८५३५ १/#») कक .] (८५.५ ०५.) | 
22 +4, 4. +-2 (ध५,५ 9, ) ([-८+०4, ॥), ([-- ४--#, /)| ५४१3, 4३ (/५.५ ८4.) ४ 








(32) 
जहाँ बधता के प्रतिबन्ध (42) से स्पष्ट हैं । 


उपपत्ति 

(5:) को सिद्ध करने के लिये इसके वाम पक्ष में हम (4:) का सम्प्रयोग करते हैं 
४] 
> 7 छत [,, |... #७+7#6, /) 


2 (४-/४7--)/ (४-2 /8--/)7 (४-- ०485 --//-- --+) 
| [7० छाए कया वफ़फाणफा 





4 (4--०- ० +/8 + /४7--/)/ (८४-- 8 -+ ॥8--/)7 (४ - ० -- ४6 -- /-- “/] जो 
 (६--4-१2--॥४ + /४)< (४--/७ +/)< (४-- 4 -; #४ + #/) 


। 
अब संकलन तथा समाकलन के क्रम को परिवर्तित करने पर 


7४ | 7(ध--9+ /७-- 
शव | , ०४ “(77)#७, 7) 2 ; जप [(४-#)(४-०+/४+क- ), 


-+-(४-०- 8 -- /४-+-//),(४-- ४ -|- ४ -- /४),| अर ए धर 4/. 
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अब (]:]) के उपयोग से हमे (5-]) का दक्षिण पक्ष प्राप्त होता है । इससे परिणाम की सिद्धि होती हे। 
इसी प्रकार (5.2) भी सिद्ध किया जा सकता है । 


6. श्रनुभाग 2 तथा 4 के परिणामों से समस्त ०, / तथा # को इकाई के तुल्य रखने प'र 
अग्रवाल तथा मांगलिक का फला प्राप्त होता है । 
कतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक डा० बी० एम० श्रग्रवाल के प्रति श्राभार प्रकट करता है जिन्होंने इस शोधपत्र की तैयारी 
में सहायता पहुँचाई है । 
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0. श्रग्रवाल, आर० डी० तथा माथुर ए० बी० प्रोसी० नेश० एके० साइंस इंडिया 969 9. 530 


४ 973 २8७$॥943 0 #॥0953॥03॥ ?8८॥|६2 
४०| ।8, ४० 3, |५॥५, ।975, ९०४०५ 203-208 


इंसुलेटर में एकाकी इंजेक्शन धारा 


वाई० के० शर्मा 


भोंतिको विभाग, इंस्टीच्यूट आफ टक्‍नालाजी, 
बनारस हिन्दू यूनिवर्सिटी, वाराणसी 


| प्राप्त--अ्रक्टूबर 2, 974 ] 


सारांश 


एक इंसुलेटर में, एकाकी इंजेक्शन धारा के हेतु क्रांतिक धाराओं तथा वोल्टताओं का एक 
व्यंजक परिकलित किया गया है, जिसमें फर्मो स्तर के ऊपर ट्रपों का एकाकी समुच्चय है जहाँ गतिशीलता 
वाह॒कों की सान्द्रता की प्रत्यक्षतः समानुपाती है । 


$0587'8८ 


जाएा€ ग]€९टाणा लाएशा 9 76 खाबप्रोब्वाणः शांति एश्5 छाए ब0ए8 6 शियां शाते टथ्ञाएंश' 
पैलशाओहएफ तैट्ाशाएंशा ग्राफागए, छ87 ४. &., छाद्वात3, ?7॥फ99॥08 860०00, शापा8 एी 76०४- 
00029, 8498 निशवेंप एफरंए्श89, ४६४7००४8. 


है] 8४]785500॥ 407 6 ठाप68ा धातदे 2प्राएटश ए०082865 ॥8ए6 92667 एदा०प्र&०१ 07 #॥९ 
शआंपररशा6 क्रांध्लाणा टप्ालाा थी 4 ारपाा0 ज्ञात 8 भार 56 0 (495 ए॥92:300५8 6 लिपां 
[6०९ जाला ताल ग्राठ्णाए 5 वाल्जाए 977069090ावके 40 46 006०6॥40॥ ० ॥06 077९7. 


[. विषय प्रवेश 


लैम्पर्ट तथा पीटर मार्क ने इंसुलेटर में निम्न क्षेत्र गतिशीलता तथा एकाकी इंजेक्शन धारा के 
लिये धारा वोल्टता अभिलक्षणों का परिकलन किया है । यहाँ इसी विधि का अनुसरण ऐसे निकाय 
घारा बोल्टता अभिलक्षणों के विभिन्न प्रभाव क्षेत्रों के लिये गतिशीलता में श्रन्तर होता है और यह 
संगत प्रभाव क्षेत्र में विद्यमान करों पर निर्भर होता है। क्षेत्रीय सन्निकटन/ 2 की सहायता से इंसुलेटर 
को अ्रवीकाश आवेश तथा ग्रोमीय क्षेत्र में विभाजित किया जा सकता है। धारा तथा प्वायर्सा नियम 
के लिये निर्देश की भाँति समीकरण लिखे जा सकते हैं: 
8.2 4 
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४ ब्न2[आारप ([) 
् र्धः )) ' [ ), ,. “+ ) ( 0] ( 2.) 
हा दर प न [॥(> “> 0] |) /207 70५ 
/27(20) हल 87050 » [2850 28॥(०) » ८ ०४७ ध्व 


जहाँ 8 द्वैपों का सांड्यिकोीय' भार, +रै॥ इलेक्ट्रान द्रैपों का सार्थक घनत्व है जो फर्मी तल के ऊपर ऊर्जा 
तल #; पर है; 7७ ऊष्मा विधि से जनित इलेक्ट्रान हैं, ५ संचालन बड़ में प्रभावी घनत्व हैं, £ बोल्टमान 
स्थिरांक है और “४ परम जालक ताप है । वाहक धनत्व पर गतिशीलता की आश्विता के लिये सम्बन्ध 
दिया जा सकता है! 

| न /7(2:) (4) 
जहाँ # समानुपातिकता स्थिरांक हैं. । इंसुलेटर को विभिन्न प्रभाव क्षेत्रों में पिलग करने का प्रक्रम 
निर्देश/”भ की भाँति है । इंसुलेटर के विभिन्न क्षेत्रों के अभिलाक्षणिक समीकरण निम्न प्रकार हैं: 


४ 
५ 


क्षेत्र | (05::<८:»:) 


कर प्राय (3 ) 
ह न 52 (0) 
(७ न /7(:४) (/) 
क्षेत्र वी (2: ४< >५) 
४६ ९॥४४॥- (6) 
€ पा थ्‌ १ कि ५) 
75453. तेथों हक (०) 
(४स२/॥7/(>८) (।0) 
क्षेत्र ता (४, >४<>3) 
न गा 82] (।[) 
ब्ध््ट फ ५ पं ) 
2 कह गहन हो 
(७ न्‍+ /7(2) (3) 


क्षेत्र [५ (४५ < ४7.) 


“+८(७४0/ (4) 
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€ ध: 

23806 साहा 5 
९ धवं> 0 ([5) 
(चत्ाए0 (46) 


जहाँ 20, 22 तथा 5३ क्रान्तिक तल हैं जो इंसुलेटर को अवकाश आवेश क्षेत्रों (,] तथा गा) तथा 
ग्रोमीय क्षेत्र (५) में विलग कर देते हैं। संक्रमण तलों को निम्न प्रकार से परिभाषित किया जा 
सकता है 


( 4 । 
॥४(>)- 700७ ॥(2८७) ण््ा » तथा (०५३) नौ720 (ह ) 


तीन संक्रमण तलों के संगत तीन क्रांतिक धारायें हैं जिन्हें 











2३०३५) ध्यट 239(/८३१५) शा >2(/ ५०७७) न्त्थ (4 6) 
के द्वारा परिभाषित किया जाता है। संक्रमण तलों पर विद्युत क्षेत्र का सातत्य निम्न श्रकार होता है 
#(उधा) आता), 20497) 55 # (0507), 2(>7) &(0५७7) (49) 
समीकरण () तथा (4) से गतिशीलता 
/॥ 
[4 उतत रो (20) 
हो जाती है । 
इस समस्या को हल करने के लिये नीचे दिये हुये विमाहीन चरों की कल्पना करना श्रेयस्कर 
होगा 
तो, __702(४४ _ ॥९:८ 
लक जी 5 (2) 
_€90%>% ._ ४७२ _॥€ । 
“37७ आज जह (22) 
_८%02/८४ 72(50) _ ८:४२ ५/॥ 7 (४) फ 
अब (23) 


जहाँ |, का मान समीकरण" में से प्रतिस्थापित किया जाता है। पृथक पृथक क्षेत्र के लिये क्रान्तिक 
धाराश्रों का भान निम्नलिखित प्रकार से परिगणित किया जा सकता है। 

क्षेत्र । 

विमा ही न चरों (2), (22) तथा (23) के पदों में प्वायसाँ समीकरण (6) निम्नवत्‌ होगा 


2 ॥*ँप्र>"" धर (धा०) (24) 
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समाकलन के पश्चात्‌ 


४/ 5 हा (25) 
विमाहीन चर (23) से (26) प्राप्त होता है । 
| स्व 
५ 
न्‍ गा गए जले! क्‍5 न 2 |, ४ (४४४७) 
| ठे 
न २४७ 2० 


क्षेत्र ]। तथा ॥ के मध्य जोड़ते वाले तल पर समीकरण (8), (9), (2)-(23), (25) तथा (26) का 
प्रयोग करने पर 


वि मक.. 8 ]6 6 6/ व 
३3८९॥,४ 827, ५ 
तथा मकान पा (28) 


क्षेत्र वी 


क्र 
३ 


समीकरण' (9), (2), (22) तथा (23) से क्षेत्र । में प्वायसों समीकरण निम्नवत्‌ हो जावेगा 


(री 4 ((7४॥/) (2०) 


जनम 


समाकलन के पश्चात्‌ 


7 2 
( अल है । | ५५५०० | वन्‍न्‍वे परत), नल ०2 5. 2 | (न न हे पिन जे 2 १० ५६ ४ हे ) 
(॥/-- 8) *+ 0(0॥7--॥१) शा आए (.()) 
इस क्षेत्र के लिये विमाहीन चर (23) निम्नवत्‌ हैं 
2 (रा 6 
गण, | 8 आलल  ह 


जहाँ // का मात समीकरण (2) में से प्रतिस्थापित किया जाता है । जोड़ने वाले तल »]) पर विभिन्न 
मान इस प्रकार होंगे: 


5 28) 2... 207 
किक 00 300 देक क, त वि नल ठ्फ़ड 0५ ले दर | क है, 
जज ५. 2. 09005 ' 3/॥४7 8 0४/४. [88 (.).-) 
. 46० । 0/8805॥,7 ॥/, 33) 
५१ ६ | | जब ६ ढ़ बट / 3२००० अं ५ ४७४6७ ७ हद 
डे )/4700०४॥ / € 8४ है छ् ८. ८ ( | 
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अच्य क्षेत्रों में ये मान निम्नवत्‌ दिये जाते हैं: 






क्षेत्र गा 
(॥9--॥४५) (!४१-- ४५१) -- >२॥४! + दा ः (34) 
जहाँ ४५ तथा ४४ के मान समीकरण (32) में से प्रतिस्थापित किये ज॑ समीकरण (26) तथा (3]) 


की ही तरह इस क्षेत्र के लिये चर ४ 


पा 
>उ65  उकछब/ का 
होगा तथा जोड़ने वाले तल ४5 पर 
कक हि कट जी "338 
पल 9५ 83 77 [| 3 73 त्त्क पा 38» *उल्ज व क हरा 5886 (36) 
_ 06० __2॥2£#07. 
3० 2कल्याए लि न ह& कक 
होगा । 
क्षेत्र [४ 
| । 0 ८2 [4| 22, ! 
४5 ।, ४5४४ ४० (॥0--॥03) क्‍ै7/! 5 7: 58४ हा (ड़ कह इक (368) 


2. संक्रान्तिक वोल्टतायें 


जैस। कि लैम्पर्टश में दिया है, विमाहीन चरों के पदों में धारा-बोल्टता अभिलक्षणों को 
प्रिकलित करना कठिन है क्योंकि समीकरण (2), (22) तथा (23) में £ पद है जबकि लेम्पर्ट समीकरण 
(4-5) में विमाहीन चरों का प्रयोग विद्युत क्षेत्र, दूरी तथा वोल्टता के लिये पृथक पृथक हुआ है । फिर 
भी, यह सरलता से दिखाया जा सकता है कि इस्सूलेटरों में निर्देश! की भाँति अब भी विभिन्न प्रभाव 
क्षेत्र विद्यमान हैं। विभिन्न धारा-वोल्टता प्रभाव क्षेत्र निम्तवत्‌ हैं 
“<7,७७ इन्सुलेटर में चारों क्षेत्र विद्यमान हैं 

४७» ४<7०५७ लैत्र ५ तथा विलुप्त हो जाता हैं 

०७४ २ <०५७७ क्षेत्र 3 तथा ता विद्यमान है 

४०१5४ केवल क्षेत्र । विद्यमान है 


“<7 ७४ के लिये समीव रण' (25) में से / को (20) में प्रतिस्थापित करने पर निम्नाँकित सम्बन्ध 
प्राप्त होता हैं 


हा ७) 


१0 
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यह सरलता से इंगित किया जा सकता है कि सम्बन्ध (39) स्थायी गतिशीलता प्रसंग (लेम्पर्ट तथा 
पीटर मार्क समीकरण 4-39) का द्वैप मृक्त वर्ग नियम है जिसे श्रोम का नियम होना चाहिए (निर्देशा/४। 
के अनुसार) क्योंकि यदि /<7५...। तो इंसुलेटर में सभी क्षेत्र विद्यमान रहते हैं ओर यही ओम' नियम 


का प्रभाव क्षेत्र है। इस तरह वाहक घनत्व आश्रित गतिशीलता के प्रसंग में घारा-बोल्टता अभिलक्षणों 
को विभाहीन चरों के पदों में परिकलित नहीं किया जा सकता । 


पजबेध७क चसतर५.,) तथा ८०४४१ के संगत ऐनोड पर विभाहीन चरों के क्रांतिक मान क्रमशः 


। 9 द 6 
०८५८)१३० ८ बह ४636%१४ लि 83832 तथा 760७८३१३ नस्ल 3 83 


हैं । ये मान समीकरण (36), (32) तथा (27) से प्राप्त किये जाते हैं । इन फलों का उपयोग समीकरण 
(2), (22) तथा (23) में करने पर क्रांतिक धाराश्रों की संगत बोल्टतायें 


रथ हि 2 / 4 
मल 545 20 मर मम (40) 
वाय उटआमर . 3056४ री 
8 7824 हा । रे ) 
४.५० ४ _ 220 (४! 
7772 08885023॥ 5/,... 20/ & 

97... -- 9/2070/-* (42) 

शी ०5 हे 


हैं जहाँ समीकरण (40) तथा (4) में ४... तथा +...., के मात (33) तथा (32) भंसे 
प्रतिस्थापित हैं । 
निर्देश 
. विटल, एच० जें०, जनें० ऐप्ला० फिजि०, [972, 43, 247 
2. लेम्पटं, एम० ए० तथा पौ८र माक॑, ('पराफ्था। ता|€णांणा  50॥05, अध्याय 4, एकड्मिक प्रेस 
न्यूयाक, लन्‍न्दन 970 

3. विलाडंसन, आर० के० तथा बियर, ए० सी०, ९१३., $ट70ण9ाठा[078 चात॑ 80॥7045. 
भाग 6 एकडेमिक प्रेस न्‍्यूयार्क, लन्‍्दन ]970 

शर्मा, वाई० के०, 500 80808 ४6८०७०ा 974, 47, 702 

वही, (७४. 3. 70५8 974, 52, 399 

वही, इंडि० जने० प्योर एंड ऐप्ला० फिजि० (प्रकाशनाधीन ) 
वही, फिजिक्स रिव्यू (प्रकाशनाधीन ) 


छए उ3 ०७ (० -++ 


शर्मा, वाई० के० तथा श्रीवास्तव, वी० बी०, इंडियन जनें० प्योर एंड ऐप्ला० फिजि०, |०/4: 
]2, 69 


प।|]373 २?875॥4वे /वाप५5३॥०0॥3॥ ?9८7/69 
४०!. 8, ५०. 3, |५।५ ।975, १०४०५ 209-2।3 


स्तरीय फिल्‍म संघनन पर बाए्प अप्रूपक प्रतिबल का प्रभाव 


जी० के० अग्रवाल 
यांत्रिक अभियांत्रिकी विभाग, राजकीय इंजीनियरी रह्नविद्यालय, उज्जंन 


| प्राप्त--जनवरी 7, 975 ] 
सारांश 


एक चपटी ऊर्ध्वाधर प्लेट पर बाष्पों के नुसेल्ट प्रकार के संबनन में अन्‍न्तरापुष्ठ पर बाष्प 
अ्रपहपक प्रतिबल के प्रभाव का विश्लेषण प्रस्तुत किया गया है। परिणामी बीजीय समीकरण को 
मेडेजस्की का अनुगमन करते हुये समाकलित किया गया है । 


3780९ 


प्रा णी एश्यतणाए शीर्क्रा' 50655 णा वशाधातबा' जि टणाएेशाइश्ञणा, 27 (05. 7९. 0897५०/४/, 
९०/०7णॉ०४ छतश॥66॥॥8 ॥069थ07670, (00फटपआधद्या शाशा]रटावए02 (0॥626, छाग]धाा, 


वा 6 क्ाधाएछांड शाएला 0809 [6 लीटर ए ए[00फा' डाटा 87855 27 6 क्‍श6ा06 8 
8799ए8९6 ॥7 ॥॥6 'चत४४०॥ (५७6 ०णावे&75क007 0ी ए890पा8 0 8 वीर एशाएश। एॉ०.  76 
765परपराए 2००४० ९दृपशा/0ा 78 ॥6शा0०6 00 76 65 [0007९6 979 १०४१ ४८४ट.? 


नामकरण पारदाक 
£& &वनत्व 
७ “गति श्यानता %7 माध्य 
8 -फिल्म की मोटाई 22, ४ माध्य नुसेल्ट मन 
» “संघनन की गुप्त ऊष्मा 


७ 7' -ताप अवनमन 
8 -“ग्रुत्व के कारण त्वरण 


० -ऊष्मा स्थानान्तरण गुरांक 


20 जी० के० श्रग्रवाल 


नामकरण पादांक 
£ --उष्मीय चालकता 
4 -नलिका व्यास 


#« --अपरूपक प्रतिबल 


4 ८ 
हर -० के समान इकाइयाँ 
7 --संघतन संहति प्रवाह 
४ “कोटि 
नुसेल्ट फिल्‍म की मोटाई निकालने के लिये सामान्यतः ग्रुत्व के अन्तर्गत जल निकास पर विचार 
करते हैं और 
0/९५_ _ 
| | /त7 58 
समीकरण को सीमा प्रतिबन्धों 


79550 9-50 पर 
2]] 
7 0 28 
फिक््म की मोटाई के लिये हल करते हैं । 


फिर भी मान लेते हैं कि अन्तरापृष्ठ पर समान अपरुपक प्रतिबल 7 विद्यमान है । यद्यपि कि + 
प्लेट की लम्बाई की दिशा में संघनत के फलस्वरूप संहति विलग होने के कारण परिवर्तित होता है । 


यह मान लिया गया है कि संधनन से संवेग विनिमय प्रभाव नगण्य हैं भर 7 का मान प्लेट 
की लम्बाई के लिये औसत है । 


7! 95007 7 हर 


5. डक ता।...&ालाकन१ण्ब०५००७३५३५ 


# 3 (४ ४ 
था 2068 4८ 
अत: । | 2.80. ्न्ट| 
46 42 /। 
(६ /# 07४ कर 
2) 


हा म 


छ+्7ा . #/८वा! 
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विसिया फाबा एल. (बाकला सेम) के संरंध्नों के विकास और दिगविन्यास पर 
एथिल हाइड्रोजन--प्रोपिल फास्फोनेट का प्रभाव 


नीलिमा पालीवाल तथा गणेश शंकर पालीवाल 
पादप शरीर प्रयोगशाला, वनस्पति विज्ञान विभाग, दिल्‍ली विश्वविद्यालय, दिल्‍ली 


| प्राप्त--मई 9, 975 ] 


सारांश 


चार सप्ताह पुराने विसिया फाबा एल. पौधों पर नियागरा का प्रयोग करने पर बाहूय त्वचीय 
कोशिकाशों और संरन्ध्रों के दिगृविन्‍्यास और विकास पर सुस्पष्ट प्रभाव पाया गया। नियागरा-एथिल 
हाइड्रोजन--प्रोपिल फास्फोनेट 200, 000, 2000, 0000 और 20000 979 प्रति पंक्ति सां#द्रणों पर 
प्ररोह श्रग्नों को नष्ट करता है और बाह यत्वचीय ऊतक में कुछ परिवर्तेत करता है, यथा-द्बार 
कोशिकाशों का विभाजन, संरंध्र के आकार को छोटा करना जिससे संरंध्र और बाहुयत्वचीय कोशिकाएँ 
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हुए संरंध्र और द्वार कोशिकाओं का अपूर्ण विकास भी दिखाई पड़ता है । 
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नियागरा (एथिल हाइड्रोजन-]-प्रोपिल फास्फोनेट) द्वारा भिन्‍न-भिन्‍न प्रयोगों से ज्ञात हुआ है 
कि यह बहुत से शाकीय ओर काष्ठ पेड़ों की वृद्धि में हस्तक्षेप करता है या उसको मन्द कर देता है 
( डौलविट और कुमामोटो 970) । मुख्यतया यह पर्णीय आंतरिक संरचना में परिप्रतेन लाता है क्योंकि 
शाकीय पेड़ों की जड़ें और पत्तियाँ दोनों इसे शीघ्गरता और सुगमता से शोषित कर लेती हैं । इस लेख में 
विसिया फाबा एल. (बाकला सेम ) की पत्ती की वृद्धि भर बाह य त्वचा पर नियागरा के प्रभाव का 
वर्णन किया गया है । 


प्रथोगात्मक 


क्यारियों में उगाये गए विसिया फाबा के पौधे जब लगभग 45 से० मी० ऊंचे हो गये तो उनके 
ऊपर नियागरा के प्रमीय घोल का छिड़काव किया गया । इस समय प्रत्येक पौंधे में केवल 6 से 8 तक 
पत्तियां थी। पांच भिन्‍न-भिन्‍न नियागरा सांद्रणों का प्रयोग किया गया-.. !00, 500, 000, 5000 और 
0000 997 (-0-02 प्रतिशत दवीन 80 जिसको सतहफलाव के लिए प्रयोग किया गया था) । 
प्रत्येक छिड़काव के लिए 2 पौधे लिये गये । प्रत्येक पंक्ित में से तीन पौधों पर छिड़काव नहीं किया गया 
शोर इस प्रकार उनको नियंत्रण पौधों का नाम दिया गया । 


प्रत्येक सानद्रणा से संबंधित पौधों और नियंत्रण पौधों में से छिड़काव के [0 दिन बाद पत्तियां 
तोड़ ली गई और उनको फार्मेलीन-ऐसीटिक एसिड-ऐल्कोहल (7०44) में इकट्ठा कर लिया गया। 
छिड़काव के एक महीने बाद पुनः पत्तियों को तोड़ा गया। इसके बाद प्रत्येक सान्द्रण की तीन-तीन पत्तियों 
की नीचे की सतह की परतों को डेलाफोल्ड हिमोटोक्सीलीन में रंग के ग्लिसरीन-जेली में श्रारोपण कर 
के उसका अध्ययन किया गया । 


प्रिणाम तथा विवेचना 


उन पर्तों में जो कि छिड़काव के दस दिन बाद वाली पत्तियों में से ली गयी थीं देखा गया कि 
नियंत्रण पौधों वाली पत्तियों की श्रपेक्षा इनमें काफ़ी रोचक परिव्तेन आ गये हैं । नियंत्रण पौधों वाली 
पत्तियों में संरंध्रों का दिगृविन्यास अनियमित होता है । प्रत्येक संरन्ध्र में दो द्वार कोशिकाएं होधी हैं और 
वाह यत्वचीय कोशिवशओं की भित्तियां सपरिवार होती हैं (चित्र |-७)। संरंध्र पेरीज़ीनस भिश्रि से 
विभाजित होते हैं और उनमें सहकोशिकाएं वाम को नहीं होती हैं (असहकोशिक) जबकि उन पत्तियों में 
जिन पर कि नियागरा छिड़का गया था देखा गया कि संरन्ध्रों की संख्या निय॑ त्रणा पौधों की पत्तियों 
की अपेक्षा काफी भ्रधिक हो जाती है । प्रति इकाई क्षेत्र में बाहुयत्वचीय कोशिकाओं की संख्या भी 
काफी बढ़ जाती है (सारिणी !) । यह भी देखा गया कि नियागरा के प्रभाव के फलस्वरूप संरन्ध का 
श्राकार भी घट जाता है । कुछ कोशिकाओं में भित्ति निर्माण के एक साथ दो क्रेद्धकों को विभाजित 
होते हुए देखा गया और बाह यत्वचीय कोशिकाओं का आकार घटने के साथ-साथ उनकी भित्तियां स्वीकार 
न रहकर सीधी और कोणीय हो जाती हैं । कभी-कभी सम्पूर्ण वाह यत्वचीय वोशिका का विभाजन भी 
देखा गया (चित्र (-8) । चित्र [-0 में जुड़े हुए या पंक्तिबद्ध संरन्‍्ध्र, द्वार कोशिकाओं की अश्रधूरी वद्धि 


विसिया फाबा एल. (बाकला सेम ) के संरंध्रों. का विकास 2]7 


ओर मेरिस्टीमोएड य। संबंध उद्गम कोशिकाओं के भ्रनिणीत समृह सुस्पष्ट हैं। चित्र [-7) में कुछ 
बहुत ही रोचक अनियमितताएं मिलती हैं जो कि रसायन के कारण पैदा होती हैं--जसे कि नियमित 
आकार से छोटे आकार के संरंधक्र, बहुत से मेरिस्टीमोएड श्र एक बहुत बड़े झ्राकार का संरन्ध्र जिसके 
दोनों द्वार कोशिकाओं में विभाजन हो जाने के कारण एक चतुष्कोशिकीय संरचना का निर्माण करते 


ता 


हैं। यहां पर ऐसा संरन्ध्न भी दिखायी पड़ता है जिरुकी एक द्वार कोशिका का विकास हुआ है जबकि 





चित्र | तियागरा का संरंध्रीय दिंगूविन्यास और विकास पर प्रभाव (एक महीने बाद) 

68. नियंत्रण पौधों की बाह यत्वचीय कोशिकाओं में संरंक्र की संरचना और दिग्‌विन्यास »380 

8. नियागरा छिड़के गये पौधे की बाह यत्वचीय पर्त जिसमें पंक्ितबद्ध संरंध्र, मेरिस्टीमोएड और 
बाह यत्वचीय कोशिकाओं का विभाजन सुस्पष्ट है »380 

0. उसी का दृश्य जिसमें द्वार कोशिकाओं का अपूर्ण विकास, बाह यत्वचीय केद्रक का बिना भित्ति 
के विभाजन, मेरिस्टीमोएड और बाहुयत्वचीय कोशिकाओं का विभाजन स्पष्ट है 380 

70. 8. छिड़काव की गई पत्ती की एक पते का चित्र जिसमें घुमावदार और सीधी वाहूयत्वचीय 

कोशिका भित्तियाँ, छोटे संरंध्र, दर कोशिक्राओं का विभाजन आदि स्पष्ट हैं &380 
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दूसरी बिल्कुल गायब है। चित्र |-8 में दिखाई पड़ने वाली और अधिक ग्रसमानताएं जैसे कि पंक्तिब 
संरंत्र, दो विभाजित संरंध्र के समान दिखायी देने वाली संरचनाएं और विभाजित बाहय त्वचीय 
कोशिकाएं एक विशेष अध्ययन की सामग्री उत्पन्न कर देती हैं। सारिणी 2 में विभिन्न प्रकार वी 
अनियमितताओं को सांख्यिक प्रतिशतों में रखा गया है जो कि पौधों पर नियागरा के भिन्न-भिन्न 
सांन्द्रणों के छिड़काव से उनमें पदा होती हैं । 


सारिणी ॥ 


विसिया फाबा एल० के नियंत्रण और छिड़काव वाले पौधों में संरंध्र श्रावृति (प्रति वर्ग मिमी ) 


नियंत्रण पौधे )00 500 ,000 5,000 ,000 
छा [/07 7]077 ])]970 [0 
6-5 6-9 8:0 [9:6 20- 50-7 
सारिणी 2 


नियागरा का विसिथा फाबा की पर्ण वाह यत्वचा पर प्रभाव 
26 


नियागरा का सांद्रण 
| ४एशएएएएणाणणा मत सी गम मिदक पर पक पल 


लक्षणों के प्रकार 00 500 ,000 5,000 ] 0,000 
हट 700॥] [2|)77 [7)॥7 7[0॥] !0|0॥] 

!. पंक्तिबद्ध संरंध्र 0 0 8-9 20-7 242 
2. द्वार कोशिकाश्रों का अपूर्ण विकास 0 0 0 9-9 [*| 
3. द्वार कोशिकाओं का विनाश 0 26-3 35-6 8-3 0 
8. बाह यत्वचीय कोशिकाओं का 

विभाजन 0 0 20.0 40-7 0:0 
”. बिना भित्ति के बाहयत्वचीय 

कोशिकाओं का विभाजन 0 9-6 0 0 () 
0. मेरिस्टीमोएड 0 6-8 5-5 2-3 50.3 
/. द्वार कोशिकाओं का विभाजन 0 0 0 0 [0:| 
6. साधारण संरंध्र 00 573 20.0 8-0 4*4 


नियंत्रण पौधों श्रौर छिड़काव वाले पौधों को और प्रधिक उगने दिया गया और अपने परिणामों 
की पुष्टि के लिए 2 महीने बाद की पत्तियों का अध्ययन किया तो पाया कि इनमें अनियमितताओं की 
सख्या ओर अधिक बढ़ जाती है और पंक्तिबद्ध संरन्‍्ध्रों में सरू भरा की संख्या 6 तक पहुंच' जाती 
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कि बहुत ही उत्साहवर्धक था। चित्र 2 में इनका प्रादुर्माव बाह यत्वचीय कोशिकाओं या फिर द्वार कोशिका 
उद्गम पिंडों के लगातार विभाजन के फलस्वरूप होता है | इनमें और बाहयत्वचीय कोशिकाओं में 
बहुत बड़ी संख्या में मंड कर पाये गये जो कि सम्पूर्ण सतह पर बिखरे पड़े थे । 





चित्र 2 नियागरा छिड़काव के दो माह पश्चात्‌ की विसिया फाबा पत्ती की याह यत्वचीय का एक भागः 

प्रोएम्ब्रियों जेसी बाहयरचनाएँ (जिनका आधार रिक्त कोशिकाओं का है) सुस्पष्ट हैं «380 

इस प्रकार यह सिद्ध होता है कि अन्य रसायनों की तरह नियागरा भी पत्तियों पर विभिन्न प्रकार 
से प्रभाव डालता है। कोशिका विभाजन और उपापचयी क्रियाओं में काफी स्पष्ट वृद्धि होती है जेसा कि द्वार 
को शिकाश्रों श्रौर बाह यत्वचीय कोशिकाओं में बड़ी मात्रा में पाये जाने वाले मंड कणों से पता लगता है। 
एक और महत्वपूर्ण विषय जिस पर कि इस प्रयोगशाला में कार्य चल रहा है यह पता लगाना है कि संरन्ध्र 
का परिवर्तित ब/हुय रूप पत्तियों में श्वसन और प्रकाश संश्लेषणीय क्रिया पर क्या प्रभाव डालता है । 

कतज्ञता-ज्ञापन 

नियागरा रसायन केन्द्र, एफ>० एम० सी० कारपोरेशन, मिडिलपोटे, न्यूयाके द्वारा श्रदत्त रसायन 

के लिये हम उनके आमभारी हैं जिसकी ग्रसीम सहायता से ही यह कार्य रुम्पन्न हो सका हर] 
निर्दश 
[. ग्रज्ञात, ठेकनिकल, रिपोर्ट, नियागरा केसिकल डिबीजन, एफ० एम० सी० कारपोरेशन, मिडिलपोटं, 
न्यूयाके, [97] 


2. डौलबिट, एच० एच० ए० तथा कुमामोटों, जनें० प्लांट फिजियोला० 97], 46, 786 
82 6 


४ ]]3॥3 ?३०5॥306 /&॥059300॥37 ?30/"|८9 
४०!. 8, ।६०. 3, ]॥५, ।975, 7०४९५ 22-230 


दो चरों वाले स-फलन के गुणनफल सम्बन्धी समाकल 


एस० के० वशिष्ट तथा एस० पी० गोयल 
गणित विभाग, बी० वी० कालेज श्राफ आर्ट्स तथा साइंस, वनस्थलो विद्यापीठ, राजस्थान 


[ प्राप्त--जनवरी 2], 975 ] 


सारांश 


प्रस्तुत शोधपत्र का उद्देश्य ऐसे दो समाकलों का मान ज्ञात करना है जो अभी तक ज्ञात अधिकांश 
सामान्य समाकलों के रूप में समभे जाते हैं । प्रारम्भ में दों चरों वाले .#-फलन के लिये श्रेणी निरूपण 
प्राप्त किया गया है जिसका उपयोग आगे चल कर समाकलों के मूल्याँकन में हुआ है । इन फलों को पुनः 
सार्वीकृत किया गया जिससे दो चरों वाले म्र-फलन के कई संख्या वाले गुणनफल सम्बन्धी समाकलों 
का मान ज्ञात किया जा सकता है । 


कीडाबट 


पश्श्ञाबोंड 70 जाए ए6 फ़0०07८७ ण ॥6 त-जिलांगा ण ्ष० एथ्यांको९5., 27 $. 7. 
॥१ञशआा4 क्षाव 5. 9. ७098, ॥6एथापएला: 9 ॥६०6शवा05, 3. 9.  ८068९४ ० ७78 870 
50 थार, 387388747 ५१५9४ ०॥0, ॥९४]98४(॥87. 


3ग6 काए। ० 5 939०० 753 [0 €एश्ॉप्॥6 एज़0 व76शाओंड ज्रांएा शा 2०76ए०७१ ४0 926 6 
श्थाल्ावां गरा<दश्ाव5 2एक्घोपशरटव 50 शि. 0 शा रात, 8 8९7०४ 7९09768272व०णा 0 6 
स-पिाएातात एी(एछ० रथ्ा465 85 026९7 079क770655 शरद ]8670 जा ०072 प४०त 40 6एथॉप७(९ 
घ6 परा€्टा45.,.. 7॥6868 768प8 #8ए6 >€सा पिएएलः एालग26१ ।680789 ॥ 6 रफञपशग0णा 
णवाल्ट्टाब5 वए0शए३8 90१7८ 0 धाए )्रफ्रालक ठ म-पिलाएणा3 णी फ़0 एथा4०९४. 


. विषय प्रवेश 


(अ) दो चरों वाला प्-फलन: 


इस शोध पत्र में आये हुये दो चरों वाले -फलन मित्तल तथा गृप्ता द्वारा निम्न प्रकार से 
परिभाषित एवं प्रस्तुत किये गये हैं: 


222 एस० के० वशिष्ठ तथा एस० पी० गोयल 
; ०) (६;; ०; 49)4५ शव 
725 थी (0 5 ५ 9)): १7, 


772, ] (८;, ही ) ५ 
29 497 | (4); १)३ 4५ । 


हा ] (९ £3)।, 2५ 


अ[5, ॥]--२ | 


अी 


23 4४/ | (5 )5 45 
] "' 
“लड़ हे (8, 7),0(35) 0,(/) > ४7 ६४ थ/ ३ ८० 6, ) 
2 है ॥ रे 


जहाँ संकेत (७, 7), 0(७)0,(/) का प्रयोजन इसी शोधपत्र में उल्लिखित है तथा 7, और 7. उपयुक्त 
कंट्र हैं । ([-:) में समाकल के अभिसरण के तथा प्र[४, ।] के लिये एक वेश्लेषिक फलन का प्रतिनिधित्व 
करने के प्रतिबन्ध मित्तल तथा ग्रम्ता ने दिये हैं [(972 फछ. 449, ०णाता।078 () (० (५))]. 


इस समय शोधपत्र में यह मान लिया है कि ये प्रतिबन्ध दो चरों वाले //-फलन द्वारा तुष्ट 
होते हैं । 

(अ) प्रयुक्त संकेत 
() (॥ ०॥ 4) / हारा (6; ०, ४१), -.७ (4॥३ ०/५, “#) के बोच होता ट 


ले 
छत 


() (4५, ०५) ,  ढवारा (6, ०); -- (4७ ०५) का बोध होता है 


; | ] (८; $ 0८]$ 4) 48 क्‍ | 
27% 47/ | (0); 03 2) क्र है | 
| 
हि 


(मर 








| ॥ 3 


द्वारा क्र[5 ॥] का जो (-) द्वारा परिझाधषित है, जब केबल ॥,, /, 4: 6, 6,, /॥; !, (/, 8] 
(लक ५ 35 27 / 3], 55 थे) से परिवतन हो । 


४ 5 ५ ( (2 ४ है 
(९) 4 के द्वारा (0) - रा ॥)-- ् (/.) का बोध होता है । 
| .. 


(४) 2 द्वारा £ 2 का बोध होता है। 
/,४750 #+ 0 $०50 
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] (6; $ ०, 4] के 2 | 
(९; 9 83, 23 )054;' है), चर 


] (८। $ 2) 22 
(4, 9; 3 प्रा 
कप मा | (०० 7), ५३ 
(5 /॥) (37 ! 

0, 0 ] (८; 5 ०7५ “9 )3 (2 
(8|; पर 33 )35 44! | 


मनन, 


7 





2 
!। 


जे 


्ट 





| 
() ऋ(& 3] के द्वारा | 
[ 


3 


नि प* कु के द्वारा 9 चर (८; है 9 »। )5 2 
(५) [<, है | [2 कप (4;, 8), (4१ ! ० 4५: है 





7773 +१5 /५4 ] (९ ॒ 50 )88 हा | 
7 


35 (8 +7 
(इ) वांछित फल 


([) | । हवन ऐीिी 6» ४० आ! [०४7१, 377] 4० ८)/७-४४ [०, 8]. ५. ४ 3 ॥[+ 2) 
0 0 





$(८: -- )) कर (८/--)0 _ 
बशर्त कि 9:70, ./":>0, /९८ (८ रा (2) >>0, #२८ न ः कल 0 हिट, 


(८ ] » है 7 न्लू। ॥2 ) 


उपर्येक्त परिणामों को सरलता से सिद्ध किया जा सकता है यदि पहले (-2) के बाम पक्ष में आये 
हुये दो चरों वाले 7-फलव को (['| ) की भांति मेलिन-बार्नीज प्रकर के कंटूर समाकल के पदों में व्यक्त 
किया जाय और फिर समाकलन का क्रम बदल करके गामा-फलन की परिभाषा का उपयोग > 3 है, 
समाकलों के मान ज्ञात करने और अन्‍्त में इस प्रकर से प्राप्त परिणाम को (-) की सहायता से विवेचित 
किया जावे । 


८० ] 2) ) | 
! ( "ही फ़,, | | हछे-ण० | के * 
(॥) ऐ (गिल 2 0 [तय] (8|; 2), 


> कफ] 4 )7०, 2४/7- (0)7//2] 





(८ 
व ॥(8/-७०/%)(८४ था?) (--)" 


१2 (0 जि 
कल 2 2 आम 2 की 


कि 


किक अर 22०3 नमक कत  2 पिंक: 


7 (। ७.॥9,) 7 7(॥;- /॥90) ४! 0॥ 


है 03 है 
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" ध रन 2 | (-7०-॥7% हैक 0) (2+-०5--ह+ ॥-7॥70१॥; है७-- *+ैप५ (४५ 7 (५3)+ 


अप धिर्य (| 9 <॥५ “()75 !, 
>६ +य (0]; 8, 8) 4७ (-7/--90॥; २७ ८) कर 
हु डे 2/ &] 
(-2) 


जहाँ % “हु और समाकल निम्नांकित प्रतिबन्धों के अन्तगंत बेघ है । 
6) 4>0, [थ३8 ८|< ३4%. () 70, 0<%9< ४५ 05) <)७ 0< ॥|० </७ 7९ (9)70 (०)>०0. 
(॥) 7९८ ०--॥७, >+ -+-)५ फ पर रः नल !) >0(#5-- !; /557, +5-५ गिड) लक, ५ 778) 
(५) (:3) के दाहिने पक्ष में दी हुई श्रेण पूर्णतया अभिसारी है । 

उयूक्त समाकल हाल ही में कौल द्वारा दिया गया है । 


2. दो चरों वाले 3-फलन के लिये श्रेणी निरूपण 


ध*[५, 8] यह आह, 2/75(०)7(8)० 





/,$«- का ५! 0 4 ् #(०, ? 75 ) 0 (2 |) 
] ्ें न्‍्च- /ा चः कं ॥ ) ( 
जहा 2, 77 न 9 गत तथा (०, ०५) +्२५(0,., ०५)९३(०,)९३(० ,) 
जिससे कि 
| 
४(2,७ ०3) क्‍स्‍---्््+--+..ब..ब................. 


2 हक ँ रैँ /ँ धर 7 82 हैँ ँँ 
रा (4) --०। ४,.--४। ०५) ही ४ (4- 8-8 #,-+- 0,0०५) 
न हि। 8८७ | 


[/7(॥/-भ 9) 7 7(-०/+) 9) 


९५(/9,.) << नि मम लक ? 
7 (0-47 +9%) 7/ 7(८/-)। ४») 
47709 ,+ 77 2+] 


7773 


(4 7(॥-#/०) // 7(-०/+/४०,) 


९४(०५) कन "पपथपयथथिायय- 





० मा 


! । 4 | 2 4 4 ँ 
४ (] 00 के 6 (८; “४: ०५) 
है ८ ँ न है 4 


73 न. 


दो चरों वाले -फलन के गणनफल सम्बन्धी समाकल 225 


(2-]) के वैधता के प्रतिबन्ध निम्नवत्‌ हैं 


ह गा 3 (८, 
() 0:>0, #?>090, ४ 4-: हा के 2)>0 ८ (/ 2 किम. >>0(४--व 8 5 उन 27४24) 
ई ; | 


रे (८ 0 )<० २८ (/ 6 *<< 065] हि कस 80 2 कक ६ 


(7) (2-]) के दाहिने पक्ष की श्रेणी पूर्णतया अभिसारी है । 


उपपत्ति 


(-2) के बाँये पक्ष में -> तथा --» को » तथा » के घातों में प्रसारित करने तथा समाकलन 
और संकलन के क्रम को बदलने पर 


द् (--)77४ 60 / 60 
जज | | ऋष्का नि ध [बट 897] ८४ व? 
#ब्०उन्०0.. /+०*६ /0./0 हं 
००४7५ --४४, /977--० रखने पर तथा रीड के प्रमेय / (944, 0. 566) का सम्प्रयोग » तथा » समाकलों 
का मान निकालने के लिये करने और उस्षमें उचित प्रतिस्थापन करने पर हमें (2:) का दाहिना पक्ष प्राप्त 
होता है । 


यदि हम /, 5-०१] २२8३ २7४३ 55००४ 5२4४ 0, /570, /““5 रखें और (2-) में 8->0 होने 
दें तो हमें मुखर्जी तथा प्रसाद द्वारा प्राप्त फल (97, 9. 6) मिलेगा । 


3. प्रथम समाकल 


पे >2767(] -- 5) 768 यम [बहा] -+72)772, 0>ण( +/207* | ५ | 2००([ -- /20-०% । ४ पा 2? ! 
0 7 )33 


% या [7 ५(] 737७, 220/3(] --750)/2] 4४ 


7 
7 7 (8/- ०0% 





द्0 (-- )/7*()7(2)7 772 ० १ के है, विधि 
का #४/[9|0..6 ४(2,» ०५) सा 


>> 20-87 + 0/%) 
अच्ाताई 


|. 77 --2 ] आ] 
पिन काफ/ रैई | झा 


6)70ध+व्य/। श०0१ ०१७१7 ० )7(८) / पर हि | दा $.. (3:4) 
५ 





72 
7 7(/-7क) 7! 0०% 
हर ध््य 
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0पीता-> मय 0, | एण ०३०३ (॥ -०॥१५१॥ 


जहाँ च्त(नाप “7 ४40/7 ०१०५ 77 ॥१%॥३ मै (0)3 (4! प्र 
जैज मेक ईप् हि) (4); ८।, ४।)। !]" 


है 2 4 (8) » 8. | 8), (47 ( कि ] २ ५५९, “एछं900' * ॥79१॥॥ ५ मर 5 (9) हे हे 


हे । धं “| कक कि हि ३! | हि कि 
7) _ 8#777 (॥ स््थ *५ ॥7) 3 2# 77 हू री म की 


निम्नलिखित प्रतिबन्धों के श्रन्तर्गत (3:4) वध होगा: 
(3) 0< ४॥ <_ ४५५ 0<_ ०१ < ०५, 0 <)१< ५, 0< /१5. (25 () < ७४२ < ॥१५, [7:>0, २८2 (/:9) >> २८ (/:.) >.), 


र्धव " 
(7) 6 (न प्त हे प्‌ हा गे! न शैप हर हा -+4 >>0([#5-5॥ है कल | ४ ४ 6 
हा 3), -रिट (ए +ा(व।/॥)-+-ज( वर) + ४ा(80/00) +)े।(4 
न 08 [ न 4 )> 0 न्म्म ] 9 न च65// || ॥70565$ /#* ] [५.८] न 2 
#ल्ू, ...3 73) - 


(7) ४ >0, | ॥#'2 ८ |<५४ग- 
(0५) (3-) के दाहिने पक्ष की श्रेणी पूर्णतया अभिसारी है । 


उपपत्ति 
(3.]) के वाम पक्ष में (2-) द्वारा दिये गये श्रेणी प्रसार का उपयोग करने पर तथा समाकलत 
और संकलन के क्रम को परिवर्तित करने पर (जो (2:|) में कथित प्रतिबन्धों के अन्तर्गत बंध है ) 


[ ० ( बज] ) ४20 (6)? / (2) 5 
की रा हे 


०0 ( ५ )/ +7022/4 70[0४ 


॥/(/0,» ०५) | (| /.0)५ ही ॥ 020: 


727, 0 ( गा आई मर ु ह 
> 2 [पथ 0 ; ८ | 9 [४५] |. 07७, 2.007(] | /.0)-४४| 6९ 
0 आग आओ (| | ९) 


[.3) की सहायता से » समाकल का मान निकालने पर हमें (3:4) का दाहिने पक्ष प्राप्त होता है । 


(3-4) की विशिष्ट दशायें 


हम 
0-२ रखने पर और / 2 की / (। ४५ | 2 केदार, 


|. />-] मानने पर, < के स्थान पर 
४५ की #+ण ढोरा, ७४ की ०--०७ दोरा, #॥, को #॥:-|-४8५ हारा, 2५ की है| | है ढीरा, |. के 
प्व्ज-७9७ 3 प्य तथा इसी प्रकार धक्व/४2 को ८ द्वारा, (0०७ को 8? द्वारा, 0 को ॥! त्रारा, (॥ /४ 
को 2 द्वारा, ८४-०४ को € द्वारा प्रतिस्थापित करने पर हमें निन्‍तॉकित समाकल प्राप्त होता है णो 
नवीन प्रतीत होता है । 
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पट 3 » «० 
। ज(ह --- |) ४ उपर" | ॥.०४(४ -- ४)”, 2<थ(४--३2% | किक |८०थ(४ गे ब 07 दंग /| 
0 29९ 8॥5 (7;)4, प्‌ 

१ 4 [00(४--७)"७, 25/7(४-->)४श] व: 





| छ्छ ( न ) #+ई (८) 8 /(8) 05 7. ७ ( ््| ) प्र (८) ॥%४ 
ना(ोधिकिए 2 अाकाजा कुछ » ह जता 
( मी आक 207 । ० ० अत कई पक. 


77 
जज 4 (8075 (]%॥)(४) व ०४2९४/१ (+79)275+ (६०३+०४७) 7# 
हक 


/ करत! 


(० 3 -+- 2 ] ला हा 
07+2, 4:/ | ४ | “” कम 


20/प+ ८४2 * 
हे 0 ििििए आए नली णणजण जीभ है 4 +०+ लाने (3 2) 
४ (-8+0%) स/ 7(॥- 77%) 

5 


ककाकी 


जहा () नि ( कक (] 7० ४/2, 7 ७१०७० /११%॥ - /प५ 803)५ ( “३०7 ४७७० ०४०४-०7 ॥११७॥॥ ) 9५ /29)5 
(6]; ५७५ 4)3 #7 
के लिये 
() 3४ (8; 8, 0),))3, 4७ (77० /--/४६ सा न १३०, + ण॒गी ०४०४ “४ नी ४३ शैयपीरीफ वर्गी/2७)- 
के लिये आया है । 
समाकल' (3-2) निम्नांकित प्रतिबन्ध-समुच्चय के अन्तगंत वध हैः 
() 0, ४७ ण३ ए७ ॥7, ॥09 ३५ 2७ /थ तथा (४३ संभी घन संख्यायें हैं । 
पुनश्च: /२८ (/;):>0, 7९८ (४५):->0 
ती) ० (0 -+मा(ब/॥)-+-ण(//)+/7(87/0:)+ )ै१(4॥/9)) +॥०(7/47))2+: )->20 
((ज+ूञ, 2; कक, ... 77: / 55, .... ह78;/ >२१, ..., ह०७)- 
हिट (दिन (वा (५ )+ण(३/7३)+-४१(8४/०/)+7५(4://५)+-/०(/॥६/२)+):0 
[07 आम ५ 0०9 2: | 5३ 76, + 0 8 ६४800 हद 40 64 7 तू । ५5 77): 
(7) 4>0, | धा९ ८ |< शत: 
(५) (3-2) के दाहिने पक्ष की श्रेणी पूर्णतया श्रभिसारी है । 
(3' ) में करन 5 | 9 2 8 4] व्‌ ब्य्य 72५ न ! हम 855७०, 8 रखने पर तथा ८-> 05 होने 
देने पर 
| है ह57(] -|- /0)772 ॥7* [4०] --/४)7०७, 00०(] --/८0)-०2] 
0 


>( मर [9४५(] --720)7*७, 2577(] --/४)7/0] ८: 
2 ि7 
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न] 


०, 70 - | “2 ] 808८ 
7 


- [)7+5/6)77(.9 ०४ 
+ 2 2 गण जान शेरिपवाथाशा मा का ;) कह 
79४3 सत0 हे 


(3-3) 


जहाँ 2. (--प०-४४/%7 ०१०५३ है ) (टैनी॑एरनी[वनीय्याए ४8०७7 पण्य 7 ०४०5; शैड न मैप /3 “॥०) 
(ध॥; ०॥ 4) #| 
के लिये द 
॥ै4 7 (9; |; 9]) 44? ([-- /.-723/०/- ०४०४; शै७ /४8) के लिये 


वंधता के प्रतिबन्ध (3-) में सरलता से प्राप्त हो जाते हैं । 


यह ध्यान देने योग्य है कि यद्यपि (3:3) का समाकल कौल द्वारा दिये गये समाकल (973 9. 366 
८१. 2.0) से अधिक सामान्य है किन्तु फिर भी दाहिना पक्ष उनके परिणाम से कहीं अधिक सरल है। 
चाहें तो हम इस सम|कल का मान (3-3) में ॥//<50, %; 55! रख कर प्राप्त कर सकते हैं किन्तु इस 
प्रकार से प्राप्त परिणाम कुछ भिन्न होगा । 


यदि हम (3*4 ) में 7->0 मानते हुये ॥॥3 क्या३  +/] न्ू4] -5/१; स|(्‌3 5६0, /550, /7: ०6 7 
रखें तो हमें गोयल तथा माथुर का फन (७१. 2"[) प्राप्त होता है ओ बाद में गृप्ता तथा ओल्खा के फल 
(969, 9. 207) में परिणत हो जाता है । यही नहीं, कौल (973, 9. 370), गोयल (97।, 9. 222), 
सेवरिया (969, 9. 2!) के फल' (3-[) की विशिष्ट दशायें हैं । 


4... द्वितीय समाकल 


कक दे १0! | ( | |» ! । |" (४ | | 
एड हा ४ (लि 

८, का « ( क 

रा | (8/, ०॥)% | 


[ 7] | ॥7 ) 2 
/" ह (2 0 !((१४" 
(2)6/८ ७0. (--)#*(ट7)/०)४(७८-०/४०)० न ?9।4, 4, | // | 0 

ते .... #/ [४] ॒ 07 १: एणाणओ // (2,» ०५) पर मा गा ०४४ १ (१0! 


(4' |) 


(00 
| 07% पा [६.४ » 227] _ [॥७४०, 2>7] /7 
5 





रकलन«%म न अलनमभरपनमनमक नाल >फ ८4०३५ <३२७०७७3स+म+न+ 
अनजान 


॥07 7 $ सीम्स ॥॥| 


नि | ॥/) 6 0) 0 5 
जहाँ 2(६; ०), 45) #5 ( 7 पी आह ते (/; रत 4९ (4; ५४ “9)84॥* #] 


री, जो ५ है ॥0 | 
के लिये 


दो चरों वाले /४-गुणनफल सम्बन्धी समाकल 229 


ञ्ञ ४ 
तथा (8 9 (५ 2),)7, 4३3? । कट ; कक ॥7 न शा शा रु ०५47 9 न ्ं 
के लिये प्रयुक्त हैं । 





० 
9 ॥7 


ध् 
समाकल (4') निम्नांकित प्रतिबन्ध समुच्चय के लिये वध हैं: 

0) 40, | शाह ८ |< ३47, 2, (७, ४, ०, ॥/ घन संख्यायें हैं । 

(0) ९ (#2>0, ४ ((-+-+(४/9)-+-॥॥7)-+०(०//9:)-+-०7१/7५)0+-४(8॥/5)):0 
(#--4, ..., 778; 75-, ..., ४73; /5-, ..., 7), २८ (#--)ै(४;//90)/(/॥/23,)+-०४(4;/ ५०) 
+ण]/7,0+7/५(87/0.)) > 005-, ..., #५ ; /--, ..., #!५ ; 7(5०, ..., #,; [--, ..., 7४; 
4 मत ५ 

(7) (4-।) के दाहिने पक्ष की श्रेणी पूर्णतया अभिसारी है। 


उपपत्ति 


(4:) की स्थापना के लिये हम :7*(८:८४, 8:४४) को (2-]) की सहायता से द्विगुण श्रेणी के पदों में 
व्यक्त करते हैं श्रौोर समाकलन तथा संकलन के क्रम को बदलते हैं। &-समाकल का मान गोयल तथा 
माथुर (समीकरण 23) द्व'रा निकालने पर अभीष्ट फल प्राप्त होता है । 


यदि हम (4.) में #0 --॥४३ ६ |१५ 5८4३ 550, /5-0, 7-, ॥#-- रखें और ४->0 होने द्तो 
हमें हाल ही में गोयल तथा माथुर द्वारा दिया गया (०५. 2-2) ज्ञात फलन प्राप्त होगा जो स्वयं कई ज्ञात 
समाकलों का सार्वीकरण है) । 


यह ध्यान देने योग्य है कि (3-) तथा (4:) द्वारा व्यक्त समाकलों को और भी आगे सार्वीक्ृत 
किया जा सकता हैं इसमें 77* (४, 9) प्राकर के दो चरों वाले #-फलन के !परिमित संख्या वाले 
गुणनफलन को प्रविष्ट करके प्राप्त किया जा सकता है। इस प्रकार हम निम्नलिखित प्रकार के समाकलों 
का मान ज्ञात कर सकते हैं: 


रे (० ० ) | (धख णु।, 4))3, #, 
(9, 477 (2: #॥, कक्ष 
५० /20 ही रे. ८57, »5१)३, ».४ 
| ४प(] +3)772 ॥8॥ 7 हे ॥| [ /79 ] ( हा +)] )3 22 | ृ ह 
» 0 पा । 7227, 427- (८९, ००), (८९, 047),, 42 2०77] रन #2)772/ 
। न ] 9 ] (८९/7, 27), 5 

बल ॥737 4३ -: 4 (5, 532 8405 न ०) व 
(। 9 7.3); 2 
(8५ ०])५ 6 


(| --75)7०2वड्ा 


् हा । 2०८८००([ --[2) 7772 । पर [95५] --/5)7१०, 22:/3(] --7:0)-/ | धं८ 
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(० ० ) (4६7; ८१7 4॥):, 64 
। । 7 क + । कि 
[245 4॥7 (0 2 | १ 2 )9 47 दजापं 





(7, 97, (४) 9/70, ॥.. | 80४ 
(रे - > ४] (८), रे )35 2 
785 48 न । (५) (/(, /77)5५ 48 


[ हर 4 9 
([॥५ 279 | | कः 
(8], )33 6 





77५ 774 
>47५,4 ]79%7, ड>०] 7%,/ | 


उपयेक्त प्रकार के समाकलों के मान ज्ञात करने के लिये समाकल्य के प्रत्येक #* को (2:) की 


सहायता से द्विगुण श्रेणी के पदों में व्यक्त करते हैं, समाकलन तथा संकलन का क्रम बदल देते हैं शौर 
फिर या तो (:3) की सहायता से >-समाकल का मान ज्ञात करते हैं य। गोयल तथा माथुर के फल 


(०५. (2:3)) का सम्प्रयोग करते हैं । 


कृतज्नता-ज्ञापन 


लेखक द्वय' राजस्थान विश्विद्यालय के गणित विभाग के रीडर डा० के० सी० शर्मा के अत्यन्त 


आभारी हैं जिहोंने इस शोध पत्र की तयारी में अपने स भावों से प्रोत्माहित किया । 


निद्श 


गोयल, एस० पी०, प्रोसी० नेश० एक्रे० साइं० इंडिया, [070, 40%, 2।90-?४ 
गोयल, एस० पी० तथा माथुर, एम० एल०, इंडिया जन ० प्यार एण्ड ऐम्ला० मेंध० [प्रेस में) 
गुप्ता, एस० सी०, प्रोसी० नेश० एके० साईं ० इंडिया, 969, 398, 92-203 


गुप्ता, सी० के० तथा श्रोल्खा, जी० एम०, ७9890 ते 8 रिष्णंड9 ए चिद्द्ा वीएतापंद, 
(72०१॥079, 969, 45(4), 205- 2. 


कौल, सी० एल०, इंडियन जनं० प्योर एण्ड ऐप्ला० मेंथ०, |973, 4, 3604-73 

मित्तल, पी० के० तथा गुप्ता, के० सी०, प्रोसी० इंडियन एके० साइं०, [972, 754, | 7-23 
मुखर्जी, एस० एन० तथा प्रसाद, वाई० एन०, मेथ० एजु०, 97], 5, 5-2 

रीड, श्राई० एस०, पा:० ६३, 0फप77 944, [, 565-72 


सेवारिया, के० एस०, 9477800 66 8 रिण्एंड8 ४७४६॥॥., ५ ए४ंएव ॥॥00709, /५ [2९॥॥[॥8., 
969, 49(4 ), 2-25 


४ [373 २7३७ 5॥ 26 2 0530॥ 370 ?9६४/[|८४ 
४०।. ॥8, ३०. 3, |०५, ।975, 732०५, 23]-237 


दो चरों में हाइपरज्यासितीय बहुपदों के जचबक फलन के रूप में सार्वोकत 
लारिसेलला फलन 


जी० बी० महाजन 
गणित विभाग, शासकीय विज्ञान महाविद्यालय, रीवचाँ 


[ प्राप्त-जनव'री 3, 975 ] 
सारांश 


प्रस्तुत शोधपत्र का उद्देश्य दो चरों में हाइपरज्यामितीय बहुपदों तथा कई चरों में हाइपर> 
ज्यामितीय श्रेणी के लिये द्विरेखीय जनक फलन प्राप्त करना है । चूंकि हमारे सूत्र में सन्चिहित कई चरों 
वाले सार्वीक्रित लारिसेलला फलन श्रत्यन्त सामान्‍य प्रकृति के हैं अतः यहाँ पर सिद्ध होने वाले परिणामों से 
कई विशिष्ट रोचक दशाय प्राप्त होती हैं । 


30957 4८ 


(णाशबॉाशटव ॥,बंट्शीतनव िालीणाड 85 एशासबा।ए छिाटांणा$ ० 6 ॥एफएश'शए९०॥आा९४एा९ 
ए0०एाण्रांबोंड ज० फ्भांवो९8, 27 05. 8. ४४०४] ४०, 69श7गल्ा ० ०१०7७४05, 
5८0५706 (.0![226, २०५४०. 


पल ठाल्क ०ी का$3 792कक्णा' 8 60 ठ)भा 8०५ जीप एशालाब्ातएु पिए0075 07 
#9792०8०९०गाह।ं० 90फ्राठगरयांब[ की ए० एथा4265 भाव #ए99०2९0796770 इछै४68 ॥7 85्टरएटावं 
एद्वा3०68,.. 455 76 एलालाबॉ260 ॥8प्रां०टा4 पिादलाएता एी इ०फशावों श्ा।॥०0/०5, 70066 वा 
प्रा पा, ३$ ती एल एथादाबों )४0प्रा8, (6 76875 970760 #&6 ए970ए06 8 ँ्रणाए०67 ए 
08700 87 ॥07850772 ०8865. 


हाल ही में श्रीवास्तव तथा ड्स्ट [6, 9. 454 (4.)] ने कई चरों वाले सार्वक्षित लारिसेल्ला 
फलनों को निम्तांकित समिक। के द्वारा परिभाषित किया है 


कद ( हे का 
4) + (08, ); ** ३ (28 23 
॥2 (0) पर टड ॥जट (-) 
(८८) ; (+॥,; ---5 (4५ ) ;$ 
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हि । 429 (/) 
4 (व), का... 3) ४ (6. , का)... रे (0 ,/0)) .7.. _/", 
हज] १:-॥, हर चृंघ्क ॥॥ जम है । कस 4 
स्ल््स 2 । है जद हलक ' हे |!) 
870]५ ***, 40 ( 7 ) रह] हे ॥77,. के 


7 (१) अल । 
एड (2, माप |" | कह.) जय (व, शा) .. ४ (व, , ?॥) 
गे लय 


जहाँ 4-58; < ८'-- 9;, या यदि 


“+89;/77८--2/-+-, तो | 2 |, 75८-॥, 
उपयुक्त रीति से प्रतिबन्धित हैं । 


पादाक्षर # के द्वारा चरों की संख्या व्यक्त की गई है। सुविधा की दृष्टि से (6,) से 4 प्राचलों 
(79) 


(५) हे (9) & क्‍ 
का अनुक्रम ०५ --७ 245 (0५, ) से 5; प्राचालों का 8, , ... 2५, 5 ओर इसी प्रकार के तकें द्वारा (८८) 


। | ह 
तथा (4५, »+ ०], -- 7. (:) तथा ()) द्वारा (५, 7ाक---] 7) तथा (0५ का), «०५ (है, ॥॥,) 


रूप पृथवक्ृत हुये हैं । रिक्त गुणन फल को इकाई माना गया है और इसी तक॑ को शोधपत्र में बनाये 
रखा जावेगा । 


(७, 7४) पोरवमर संकेत है जिसे 


/(७--क) | यदि ॥४550, 
(०, /४) ८+ ला 


[ ++०(०-- ), ...(० [-#॥7--), यदि ;४5८. 2, ... . ('2) 
के द्वारा परिभाषित किया जाता है । 


2. निम्नाँंकित पर विचार कीजिये 


(7+-2) 


(3) 
१: (0५ ); ...; (2... ) 
हर ॥» मी हु “* हा |-५र्ट 2 “मा न्‍्नप | पं 
([- /) (7-2) ही अप क  य 


(7) हल ].../ * ..../ ? .... 


(१५ री4) 77 (6; , का)... 7 (8, , क,) हा. ॒7प 

0 | की 
कि 2 हक अल हि रस वीक कि 
॥09 **५ 0,/०0 य07 ॥7. #॥7,! 


(व, +7#7)... 7 (थं, , #॥,) 


(7 7) १४, (7-४) | 
(है 4, #0,..4-| 77,...५). ४ (8 87,....) (९ 77, | ५) 


दा. के कै 


704 ९०७0 , 79. 2 32/ 77. (/4-7) 


(7 | 2) 
#५47 ४7,9५9! 7 (धं 


88 
#,7) /व (व, , 70, ।०) 
] 


न हल 77; पा 8 770५ | # 
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जहाँ सुविधा के लिये ॥४ से %, -- ...+#१ को बोच होता है। अन्तिम पंक्ति के व्यंजक के लिये जो 
(/+ 3.) (7+- 2) 
2556 8 
(4 ल्ले /)- (१५१२४) ॥ (2) कप नह $ के 8/+-9 ) न र्जां सु 
(4५,..25 (4%,..५) १ बा 





के समतुल्य हैं हम निम्तांकित फल का उपयोग करेंगे जो श्रीवास्तव [5. 9. 87 (4:9)] के कारण है: 


१: (09): (०८); | 








([--/)-7) #५) न (2-) 
“7: (8०); (7) 
० (0, #) “72: (89); (८८); 
न 2 पक (9) 2, 9 | /7 
हक -: (४८०); (४#४); 
पर्याप्त सरलीक रण के पश्चात्‌ अन्ततः हमें मुख्य फल के रूप में निम्नांकित प्राप्त होता है : 
(५.) (7+-2) 
([--/)-0 #'(४+2) १: (डक 3 >प (टीआन३): ड़ 0 आंच 32 2-2 
(4) (7-+- ) ३ त्‌ ] ( ) 
पा 20 7 83 (4,,> ५): हज पाई >णाई ईप-ईँ 





(/+-4) (/--2) 


(#+7) (/+2) 

। “7: (0५, ) (08,:.५) ) | 

>>! 
(4५, ,। ) (०५, ,)) 


। (१) (/) 
»< /7(2) की आज अ ५ 7 
ट (7) (+) ध्कक ३ हे. 
(४५%, ) (4॥,); 





जहाँ | 7 [<, 2; 5 0,--4, या यदि 2-2; तो 








रा 22% | 
॥ मन 0 आम पल 





उपयुक्त रीति से प्रतिबन्धित हैं 


स्पष्टत: सूत्र (2:2) में अनके परिणाम निहित हैं। उदाहरणाथथे (6) 2|->0, ..., 2,->0 रखने पर 
हमें सूत्र (2-) प्राप्त होता है (#) जब >->0, 7->0; तो हमें निम्नांकित सूत्र मिलता है जो श्रीवास्तव 
के फल का थोडा सार्वीकरण है [5 9. 78 (2:4)]: 


(।--/)7" /7४? (7) 


(7). प्रा79 *«०9 पर. (2'3) 
228 8 ४ 22 


(4) (/) 
जि ७ । 
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(१) (7) 
8 कटी हे 


। क््क़्ड ्ं [/*, ह 
० [पे (]) दे || 9 कु 
॥550 ! ब्कड कल (4, ) 9 १००9 (८ ,,,) 2 


(॥) श््च्त्‌ में दनसम्द्ध, 22->»0 4, उे ० अ 2,-+0, 9-->0 रखने पर हमें 
१: (89); (8): 


नव 


रे (2-4) 


([ ली /7(2) तृ 
३० आज २5 
“- ; (4५9); (४ +,); 


“70, (7 %/); 2-7४, (8); 
7 3 426 बी प् 2 ॥!४ 
४०0 7! के कक कु (4४%) ध “7 | फनए/ 0 (८५): 


प्राप्त होता है जो सत्र [5, 9. 9। (6-)] है जहाँ ७७-0०, 455४, 4;5-०४ /5, ..., <. 
यहाँ यह उल्लेख कर दिया जावे कि (2-), (2:3) तथा (2-4) में कई विशेष दशाय सम्मिलित हैं । 


3. इस अनुभाग में फल (2:2) का उपयोग दो चरों में हाइपरज्यामितीय बहुपदों के लिये 
कतिपय एकाकी जनक फलनों तथा कई चरों में हाइपरज्याणितीय श्रेणियों के प्राप्त करने में किया 
जावेगा । 


हमें लागेर! जेकोबी बहुपद तथा दो चरों वाले हर्माइट बहुपदों/“! के लिये निम्नाकित परिभाषाओं 
की ग्रावश्यकता होगी : 


(०५/)) ता, ह 
अमर 22 मकर 6 अय 802 30 / पा ३०] 


270०9, 8775; ०» 227/) _ (--०७ 70( - ५४ !) 


(-2४ [29 (४()5 


ह हा 
्शि आम 2 (3-2) 


: ]4-०३ !--०७; |; 
५ 0 (0020! , चिशिः-३:3 ५ फ 
* 29 29 
शी ] ॥ ५ 7/2, न ] ) ! नल जता 2 कर ; । 
५85 2) 55 न मय का 429 ४१५ लि 2 5. आह 60080 (७.4) 
४ ०7 ४7 ल्ज्जी 


«].) हि 


5 कक |. हक (/“*2) ि 
(0) (22) में 8,..] उ३8,+8750, /2,/+ | 72,482 क-।, थ। पन | | 49 र्त॑ स्‍्थय | रखने पर तथा 


सम्बन्ध (3:4) का उपयोग करने पर 


सार्वक्रेत लारिसेल्ला फलन 235 





(4) (7) 
गे ब॑ | राम ह + +% ० 
(--/)- #ऋप+9 । पक आओ “कि आम ्‌ (3:5) 
गा + (4): «3 (व9,): [++०; [कह 7 गिई एई 


_ लत (), 7)7 ! (८, ) 
हल (4--०, ४)(--,8, ४) 2क (2, 2) 


»८ 0) 





() (9) 
8-४: (8५, ॥ (8५, ): 
(7) (# अफ >*जञ 4 | ही 

7 + (०७%); -..3 (7७,); 


जब 9->0 तथा 8-50, तो (3-5) निम्नांकित में समानीत हो जाता है 





() (+#) । 
औ: 24.58 ३०० ८ 28 
( _ह-ो: क(+7) ब *०« (0५, ); 9 हम] दो न्स्ख्ा (3-6) 
जा 8 था अं पा के 
॥ ॥ शक. 4 9 ह। 
(4) (9) 
् नै+#7: (4५ ); ...; (4५, ); 
कक जी घी 
आगे भी यदि 2,->0, ..., 2,->0 तो हमें 
३ यह हे न+्जां ०. (»५ ४7) कम रे 
( |+- 7) पी य्‌ ॥$ | ाफ ० हब तम्गण हि (>४)7 3 (3 7) 
०; 





प्राप्त होता है जो एक ज्ञात फल [4, 9. 202 (3)] है । 


(#+-3.) 


) (/+2) 
(| यदि ० ८ 2,+3 ज 42,+2 शक 9. न्नन्--०य आफ । 8 चलन ५2 -,393 


(7+-3.) (7+4) 


/ 
रखें तो (3-2) के अनुसार जेकोबी बहुपदों के लिये दो चरों में निम्नांकित जनक फलन प्राप्त होता है : 


(3) (7) 
१: (88, ); «3 (89,)3 [पवन ।+ण्ड+: 2, 


( -“7)7 2 (१) (१) 9 १५०) $ 
“7 (व): >-] (४9,: + गई ।+ब्ड; हक 2०० हक 





हा आह 
205७)  27./7) 


(3-8) 
6 
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न पु 2 2 (»५ 7) हट! दे (७॥५ 8-॥१ (०५५ 29-॥) ह 
ले तक ०७४) ४ (५, )) 


(3) (;) 
१-० : (68, 23 ---; (6५,); 


»८ /(7) 2 () (7) 
“7 : (4, ); «3 (4,,,); 


” (। 
८]5 * बी भर 5 4 शा 


जब 7->] तथा ०५०७-०0, तो यह निम्नांकित में समानीत हो जाता हैः 


(7) (४) 
१४ (१8, ); --3 (088 ); ।4०+8; 27 2, --(]---४)/ 


([ --/)7 /7/+7) रॉ एक हनछ पृ 7३ जज 3-9) 
अं नम पर या मल के 


(..) (/) 


०». (», ४)... (७ 8-४) गा हैजाआा: (28, ); ---3 (०७, ): 
7 कम 302: /5 (20) )८ 7५.) हे ० 0. 20 
हे (]-- ० ४) !) | े ल्‍ (7) े “9 "९9 “)' * 
हु ? ा (४, ) 9 १००१ (4,,.) न 
«४४ है) (#+) (/-+- 2) 
(0) 8, ,75४,..७5०0, /2,/+77422,+2774, 4, कर 7४ रखने पर, > के स्थान पर ४ तथा ,' 


के स्थान पर 9* प्रतिस्थापित करने पर (3-3) की सहायता से हमें दो चरों में सम घात के लिये हर्माएट 
बहुपदों के हेतु निम्नांकित जनक फलन प्राप्त होता है : 


(4) (7) 
ग स 8 3. ४४७ 6 कल | | 
(|--)7) #0+2 ता की ज कह अप हि॥ 
8 आम के का जा 
ग+ (बफ) >| (४) हू 5... द क्‍ 
(१) (7 
दर ( कि )79, |) तो गा 0 | ॥; (0५ ) $ कह के (8/,.) श 
कल (277) | 2: (2, ») ही, (4) (7). ४[१ **० «+# [/ 
4 (4, ); «4 (व); 
0 (7 |4) (/। 2) मु 
इसी प्रकार 2/.47729,.37550, 2,+55/0,48 6 | ४, ४ # रखते पर तथा . के 


स्थान पर 2» और 9 के स्थान पर 9 रखने पर (3-4) की सहायता से दो चरों वाले विपम घात के लिये 
हर्माइट बहुपदों के हेतु जनक फलन प्राप्त होता है । 





) ५, ह का 
47८/(] --7) 7" /(7+2) हे 8 (0३३88 ४ 9 एड एा। दा ५४ बनी | 
)4( 7) (३) (४) | 5 30७38 | ! ५ के (7 | | ) 
2." (4, ) 3 ***) (4 ,,,) : है, 3: ई | | | / 
(). (+) 
_ £ (7900 %) | (७, ॥ 3९ 770) आह % 00%) 
0 (2॥ -4)! 2॥+ (६, ))»९ 7 85 ७३ 7 [४ 


() सी । 
नी (4, ) के आ४ ५ (/,,,.) ? 
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कऊतज्ञता-ज्ञापत 


लेखक डा० आर० सी० वर्मा का श्रत्यन्त कृतज्ञ है जिन्होंने इस शोधपत्र की तैयारी में अमूल्य 


मार्गदर्शन किया । 


4, कक अशर 
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४०0]. 48, |४०. 3, |५॥५, ।975, ?३४०5, 239-250 


क्रोमियम (४॥) तथा आयोडाइड अभिक्रिया की अणुगतिकी 


वी० एन० भटनागर तथा पी० जी० संत 
मोतीलाल विज्ञान महाविद्यालय, भोपाल 


[ प्राप्त--मई 6 975 ] 
सारांश 


आयोडाइड आयन के उपचयन की अ्रण गतिकी का अध्ययन परवलोरिक अम्ल के माध्यम में 
किया गया। अ्रभिक्रिया की कोटि उपचायक के सापेक्ष तथा हाइड्रोजज आयन के सापेक्ष 2 और 
आयोडाइड आयन के सापेक्ष  श्औौर 2 के बीच पाई गई । (7 (५7) की सांद्रता के साथ वेग में परिवतंन 
बताता है कि न्‍८70,7 सक्रिय उपचायक कण है। सल्फ्यूरिक अम्ल उत्प्रेरक का कार्य करता है। 
अभिक्रिया की सक्रियण ऊर्जा 8-74 कि० क० प्रति ग्राम अ्रणू, आवृति गुणक तथा ७.७ के मान क्रमशः 
4-56 ,<07 70]6-% पक&१ 5६८०० तथा --24 ०.प. प्राप्त होते हैं । 


प्रस्तुत प्रमिक्रिया के ऊष्मागतिक स्थिरांक तथा १७7८7) आयन का प्रभाव यह दर्शाते हैं कि 
संमवतः: (४ (५१) वेग निर्धारक वेग में माध्यमिक कण के रूप में भाग लेता है । 


कस्‍फ४ाब९ 


छितालांएड. भाव गराल्यावाांशा ० धाल लकाग्रांणा(शा)--]0गंत&० +९ब८ा/णा, 39 ५. ५. 
जाक्ाए3847, ४०07॥8 ए2५४7० ४०॥०४ं०१५०४]०७५०, ज6फ्र्शा 270 ?. 0. 880, (00फए४7॥णश शा 
(0॥628, 76972076 (७.॥?). 


लिगला68 ् ठाांतब्रांता गींगवांवह [का छाल बठंत ग्राध्याता ए३४ ४प्त०0 5७५ 
(0 (५०). वह 76३8०ॉ०ा छ4३8 ए6४/286१ गा 978567०8 ० -:5 '/ ]२३८॥ 40 ॥6 76 3800 एशं५ 
०0००ीलालां 6 ३005. 0467 ण 6 768०० क्‍8. णाढ शांति 7०8596० 60 ठहांवेंधाा कात 
(ए० शाप 76887966 [0 ॥क्‍क702070 4070 ठणारलाप्बवा0णा,. फवद्चयाक्रीणा णी पा जाती ०0००77ा9- 
60 07 (7 (५३) आ0छ5 पीवव मएः0,- 8 06 बणाए< ठाताआग 59९००९४,. 0700 0ी+९३8०)०0७ 
88 076 थ 0 ०णाढाक्ा।का बात एछ0 हा केशील" एगाव्लाताणा ए्ीव0996 405. 0९५5 १8 
ठदा9988 09 न,580,. ाल्ा0ठत॑ज्ावायांए छ धावाललाड 0 पा फटकजाीणा थार: थालाएप ० 
हणाए्ाव0ठा : 8-74 ॥035/706, ॥एट्वृएटा०चफ बिठाठा ; +56%>07 क्राण७&» |॥6% 5९८7 क्षात॑ 
९070079५ ० 8८॥०ए४०07: +-24 ०.७. 
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ए700 8 ४0०9 ० ध6|ा0वजाश्ांत एशक्याएललार कात तीए जी ए जा (त) ता5 णा 
प6 72९ एी 7९8०४० शाठफ़ड पी (एफ (५) ३०६४ 8४ 3 2-९6०००ा 0:00 07. 


अनेक आयनिक अभिक्रियाओं की श्रणुगतिकी का अ्रध्ययन्न ठीक' से नहीं किया जा सका हैं, 
क्योंकि इनमें ग्रभिक्रिया की कोटि पूर्णाक के रूप में प्राप्त नहीं होती है । बान्राटेड!!! ने सुझाव दिया कि 
यदि, आयनों के सक्रियता गुणांक को स्थिर रखने के लिये, उपयुक्त मात्रा में उदासीन लवण मिला दिये 
जाएं तो ऐसी अभिक्रियाश्रों की श्रणगतिकी का अध्ययन सामान्‍य रूप से किया जा सकता है | श्रायोडाइड 
आयन का क्रोमिक अम्ल के द्वारा उपचयन इसी प्रकार की एक अभिक्रिया है । 


डील्यूरी// तथा केनोंट और पाइटरोफेसा// ने भी यह निष्कर्ष निकाला कि अभिक्रिया की कोटि 


डाइक्रोमेट आयन के सापेक्ष 4, हाइड्रोजन झ्रायन के सापेक्ष लगभग 2 तथा श्रायोडाइड आयन के सापेक्ष 
] और 2 के बीच होती है । 


इस ग्रभिक्रिया का प्रारंभिक अध्ययन बीयर तथा टेलरा० ने किया । इन्होंने निम्नलिखित बेग- 
नियम स्थापित किया । 


ण फ [(70,/7]-[8670;]#6॥[/॥7] ! #/आत'][ए॥ () 


जबकि प्रारंभिक वेग की विधि द्वारा श्राधुनिक अणुगतिकी अध्ययन द्वारा बेग नियम निम्नलिशित 
पाया गया: 


(58 [० (४॥)॥ |॥त7] 


र्धैं 
वि आ 6 किस 6 अमल शो बीए 2 कि (0 है लोक > 
वो / 7 /  /++७ [हू] ह) 


डनिस सी गेसविक// ने इस अभिक्रिया का अम्लीय जलीय विलयनों में, 20:34" तथा 0"30 [५ 
ञ्रायनिक सान्द्रता पर वर्णक्रमलेखी विधि द्वारा किया । इनके द्वारा प्राप्त वेग निम्न प्रकार है 


हे का [पट:0,-]-[प्रृह0-0:206[प-॥-]--77[प"भा- | 5क्षात |(॥-]) (3) 


उपलब्ध साहित्य के पर्यवेक्षण से यह प्रतीत होता है कि क्रोमियम-प्रायोडाइड अभिक्रिया काफी 
समय से अन्वंषण तथा विवेचना का विषय रही है । 


प्रयोगाव्मक 


सामग्री: क्रोमिक अम्ल का विलयन बेकर ऐनेलाइज़्ड क्रोमियम ट्राइआक्स|इड को श्रासत जल 
में विलीन करके बनाया गया है तथा इसका मानकीकरण अयोडीमिति अ्रनुमापनों द्वारा किया गया । 


क्रोमियम (५) तथा आयोडाइड अभिक्रिया की अणृगतिकी 24] 


परक्‍्लोरिक अम्ल (रीडेल) का मानकीकरण सोडियम हाइड्राक्साइड (ए० आर०) के मानक विलयन 


द्वारा किया गया। पोटेशियम आयोडाइड ई० मक्क कोटि का उपयोग में लाया गया। अन्य सभी 
अ्रभिकमंक शुद्ध विशिष्टता वाले थे । 


अणुगतिक सापन: अभिक्रियाएं कांच की डाट से यक्‍त, बाहर से काली रंगी बोतलों में स्थिर 
ताप --(0:02) पर सम्पन्न की गईं । अभशिकर्मक पदा्थ का ताप, तापस्थापी के ताप के बराबर करने के 
बाद इसी के ताप पर ही अ्रभिक्रिया बोतलों में मिलाया गया । हाइड्रोजन आयन की सांद्रता के लिये 
परकक्‍्लोरिक अम्ल तथा स्थिर आरायनिक सान्द्रता के लिये सोडियम क्लोराइड का उपयोग किया गया। सभी 
क्रियाओं का अ्रध्ययत :5 ॥( सोडियम क्लोराइड की उपस्थिति में किया गया क्योंकि परकक्‍्लोरिक अम्ल 
और आयोडाइड की सान्द्रता, क्रोमियम (५]) की सान्द्रता से बहुत श्रधिक है, इस कारण से यह संम्भव है 
कि श्रभिक्रिया का वेग (+ (५) के समानुपाती माना जा सकता है । समय के एक निश्चित अंतराल पर 
समभाग निकाले गये और उनको एक अन्य 25 मिली० घोल में जिसमें कि 00 ग्राम सोडियम ऐसीटेट और 
0 ग्राम सोडियम बाइकाबनिट प्रति लीटर में मिलाया गया, अनभिक्ृत (+ (५]) की सान्द्रता आयोडीमिति 


द्वारा ज्ञात कर ली गई। गणना के लिये अभिक्रिया का अनन्त मान (प्रीता8 ५४००) अंतिम दों पाठ्यांकों 
का औसत लिया गया । 


परिणाम एवं विवेचना 
4-(अ) उपचयन 
आथोडाइड के क्रोमिक अम्लों द्वारा उपचयन के फलस्वरूफ आयोडीन उत्पन्न हंता है। इस 
ग्रमिक्रिया को निम्न रूप में दर्शाया जा सकता है: 
2 प्ट0,---6-+-4+-2 (7 (7) --3 ॥,--8 प्र,0 
(आ्रायोडाइड के प्रति तोन ग्राम श्रणु के लिये (४ (५) का एक ग्राम अणु लगता है ।) 
(ब) वेग नियम 


जब आयोडाइड एवं हाइड्रोजन आयनों की सान्द्रता उच्च होती है तो (४ (५7!) के विलोप होने 
का वेग प्रथम कोटि का होता है । 
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[७ (५४)]<-09८0-% ॥॥ 
[छ+]--३36-0 +८0-% ५ 


[-]--5:0 ८ 0-* ५ 














ताप८25* (_ 
सारणी 7 
समय मिनठों में (2) [08 4/(ध --<) 6 >  07 शांत"! 

5 0.22 00462 2"2 
0 0-44 0-0980 22025 
20 0-74 0-]80] 2-08 
30 0:96 0:252] -93 
40 -28 03843 2-20 
50 '45 04752 2]8 
60 :56 0*-5460] 2.00 
०0 2'6 वि 


मध्यमान: 2-]2 5 |0 ०» का * 
ग्राफ से : 2.09 5 ]0*“अ काश ' 


(7 (ए५]) को सांद्रता के साथ वेग में परिवर्तन 
(४ (५१) की सांद्रता बढ़ाने पर बेंग' तियतांक क्रमशः कम हो जाता हैं । 


सारणी 2 
[7] 5200 9< 0*% [७ ताप >+25' (' 
ग्राम श्रणु प्रति लिटर प्रति मिनट 0%, [(+ (५॥)| 
[((7 (५श)] > 0% (3 १८ 0*, [१070, | »८0+ ॥0400/][७. 
.0 2'359 ०9-24: 2' 3() 
20 ०2 2.) 7-406 किक 8, 
4-0 :6] 3]-70 20) ) 


30 -54 38"00 20) 


क्रो मियम (५१) तथा आयोडाइड अभिक्रिया की अगुगतिकी 243 


सारणी 2 में दिये परिणाम बताते हैं कि वेग प्र॒:70,- की सांद्रता के समानुपाती है | प्र(7४0,- 
के मान, डाइक्रोमेट निर्माण के लिये निर्माण-नियतांक के मान 243८ 0-2 ॥(९,७ मान कर परिकलित 
किये गये हैं । 

यह बताया जा सकता है कि जब [५४ (४॥)]->:८/8, ग्र्थात्‌ 3:0%0-5 ७७, प८(-0,- की 
सांद्रता, क्रोमियम (५१) की कुल सांद्रता के बराबर होती है । प्रस्तुत परिशाम बताते हैं कि प्कन090,- 
सक्रिय उपचायक कण है । 


आयोडाइड आयन की सांद्रता के साथ वेग में परिवर्तन 


[(+ (५])]« 0 :८0-» / 





[7] > 360 » 055 / | 
गे 
ताप>-257" ( शिष्य 
- 70 
/550*0 ४ म 
05 
० 2९0 द 350 4-0 5:0 रा 
| » ४ ---+ 
सारणी 3 
[-]0 /4 2९ 0% 
ग्राम अग प्रति लिटर प्रति मिनट /4/7] ८] 
|") *40 *40 40-0 
80, 2"09 "39 92*8 
20 2'39 29 647 
2-5 3-47 -38 9555 
30 4"50) -50 500 
हक 35-93 *668 40 *4 
40 4:93 -98 49"5 
4" 5 9-56 2".2, 47"2 
3*0 82*50 2'30 50-0 


सारणी 3 के प्रेक्षण से स्पष्ट है कि आरायोडाइड ग्रायन के सापेक्ष अभिक्रिया की कोटि एक और 
दो के बीच है । 
4 9 
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हाइड्रोजन आयन की साथ वेग सें परिवर्तन : 










॥ ८” है 
[0। (५॥)] <-:0::0-% !५ 
[-]--20:0%८0-« ७ मप्र 
छ 
ताप": 25" ( >< 2- 
नष्ट 
4 0:]0 ४ 
8 
/त हे ञ् (0 हि हडट।। पिन 
सारणी 4 
[7 पं ] १2 | (05 हा] फ्र | ()4 9 072४ 4 
ग्राम अण प्रति लिटर प्रति मिनट [0] :.. 0/ पं 
*20 0:32 [नव 44000 
-80 0.72 3:24 225, 
2-40 -40 5-76 है) मई । 
3:00 2'07 9-()() )१-() 
3:60 2:59 [290 | 9५) 
420 3-63 [7-46 2()-() 
4-80 5.0 ०23 ' (4 गेट 


४ ० है कि ल्‍ ० हा 
सारणी 4 के प्रेक्षण' से स्पष्ट है कि हाइड्रोजन आयन की सांद्रता में परिवर्तन के साथ ([' । / 
धर रहता है। अत: हाइड्रोजन आथन के सापेक्ष वेग की कोटि दो है । क्‍ 


क्रोमियम (५) तथा झ्रायोडाइड अभिक्रिया की अणुगतिकी 245 


सल्फ्यूरिक अम्ल की सांद्रता के साथ वेग में परिवर्तन 


सारणो 5 
[(7 (५॥)]---0 »८0-% / ताप 5-25? (९. 
[[7]--25-0 ४ 0-% | (55020 
मि,50, 2८ 05 (74 >< 04 
ग्राम श्रणु प्रति लिटर प्रति मिनट 
:00 -33 
-25 -90 
-50 2"36 
"75 2*87 
2-00 3-93 
2-25 4:58 
250 5*29 
आयनिक सांद्रता का वेग पर प्रभाव 
0-8 
(! 5 --9 
[७ (७)]--0 ५८0-8 ॥/ ॥ हा 
[स+]--36-09८0-% ह् 
९ 
>> 0-4 
[[7]--20-0 ,८ 0- न 
ताप 5 25" ८ हे 
का रा हैक श्र ०8 7-2 ह ।*€ 
वत उहड: 
सारणी 6 
लय पथ >> पलक मन सन सन न सकल लेजर 
[४४८] (2८ 0£ न 
ग्राम अणु प्रति लिटर प्रति मिनट 2-+-08 ६ १७ 09 
0.00 250 0:3979 0-2387 
0:]5 -9] 0:280 0:4550 
0-30 -53 0-847 0-5975 
0:60 :66 0:220] 0-806 
0-90 :66 0-2695 0:9783 
"20 222 0-:3464 -]20 
-80 3-45 0-5378 -3630 
240 5.0 07076 -:5670 


246 वबी० एन० भटनागर था पी० जी० संत 


उपचयन बेग पर ७॥(]) श्रायनों का प्रभाव: 
सारणी 7 


[(+ (४)--2-0 .< 0-* | ताप 30. ( 
[प्र|[> 36-0ल्‍८0-% | 0. (0-80 ५ 
(]<-20%0 ,८0-% ५ 


सका क कान ++>-त के “था 3+ / ने अककढन था ७०५०२-६ तहनपलत ०४ कदर 


[॥॥ ()] » 0५ /६2< 0% 
ग्राम अणु प्रति लिटर प्रति लिटर 











0.0 3-20 

5.0 2580 

0:0 [*6060 

5-0 [-20 

0 [' |() 
ताप का अभिक्विया वेग पर प्रभाव: 

[((7 (५)|-- 09८ 07* |/ 
| के 
[([7]---20:0>2<८ 40 % | | 
["/]:-36:0% 07४ |॥ 4 जय 
गो 
(८ 50'40 ॥ | े! |) | 
४ अर 
हु 2४० 7 3 7 0 अं 2 
(... ६ 70 का कान 
सारणी 8 
की (८ 0 7 

ताप ताप 7/77:<40 ४ (] < 04 शाठा6 * वाट 02, 700७ / ॥॥ 0! »]।: है 2 
*€! 2? 82077 ५४0५० 7 
20 293 34: 3 25 [4'02 [*[407 4203 
25 296 33:55 2:59 6:05 |"22 [4 ३0.|0७ 
30 303 33.0] 3:68 23:66 -३3740) 44) ४ / 4 हि 6 
35 306 32-47 4.37 280५9 ।'4480 न 27 (.]. 


40 3]3 3:96 5' 34 3430 .836| “(0.3 / 


क़ोमियम (५) तथा आयोडाइड झभिक्रिया की अणृग तिकी 247 


प्रभिक्रिया का अ्रध्ययत 20? से 40? के मध्य विभिन्न तापों पर किया गया। विशिष्ट वेग नियतांक 
का मान, प्रेक्षित प्रथम कोटि वेग नियतांक से निम्न समीकरण द्वारा परिकलित किया गया । 


ध 
कि व 

77765 [॥नप्ततः 
निरपेक्ष ताप के व्यूत्कम के विरुद्ध लाग विशिष्ट वेग नियतांक (08 ९.) के श्रारेख में सरल रेखा भ्राप्त 
होती है । रेखा के ढाल से परिकलित सक्रिय ऊर्जा 85:74 कि० क० होतीप्राप्त ग्राम अणु प्रति है । प्रावति 


गृणक # तथा (७७ के मान क्रमशः 4.]56%07 करा0०- ५ 6१ 5६७४ तथा --24 €.प. प्राप्त 
होते हैं । 


विवेचना 


आ्रायोडाइड आ्रायन के क्रोमिक अम्ल द्वारा उदासीन लवण के आधिक्य की उपस्थिति में उपचयन 
के प्रस्तुत अध्ययन के संबंब में निम्नांकित निष्कर्ष प्राप्त हुये: 


!. क्रोमिक अम्ल के सापेक्ष श्रभिक्रिया की कोटि | तथा ८70, सक्रिय उपचायक कण 
पाया गया । 


2. हाइड्रोजन आयन सांद्वता-परिवर्तत का अभिक्रिया के बेंग पर प्रभाव बताता है कि 
हाइड्रोजन श्रायन सांद्रता के सापेक्ष अभिक्रिया की कोटि 2 है । सल्फ्यूरिक अम्ल की सांद्रता में बुद्धि 
प्रभिक्रिया वेग में बुद्धि करती है, कितु सल्फ्यूरिक श्रम्ल की सांद्रता के सापेक्ष अभिक्रिया की कोई 
तिश्चित कोटि निर्धारित नहीं को जा सकी । 


3. श्रायोडाइड झ्रायन की कम सांद्रता पर अभिक्रिया की कोटि ! और अधिक सांद्रता पर 
कोटि 2 पाई गई । 


4. प्रेक्षित प्रथम कोटि बेग नियतांक (08 /:) को श्रायनिक सांद्रता के वर्गमूल के विरुद्ध 


७5 


आलेखित करने पर प्राप्त परिणामों से निश्चित निष्कर्ष नहों निकाले जा सके । 


5. शा) अभिक्रिया वेग को कम कर देता है । ॥०() आयनों की सांद्रता लगभग 
7:5ल्‍८0-/५ होने पर, )४४(7) झायनों की प्रनुपस्थिति के सापेक्ष अमिक्रिया का वेग लगभग /3 
कम हो जाता है | ये परिणाम उस स्थिति में अपेक्षित हो सकते हैं, जब 'शा॥(॥) झायन क्रोमसियम की 
माध्यमिक संयोजकता अवस्थाओं के असमानुपातन ([98970907707) बे उत्प्रेरित करे । इससे प्रतीत 
होता है कि संभवत: ८7 (५) वेग निर्धारक पग में माध्यमिक करा के रूप में भाग लेता है ।४* 


6, प्रस्तुत अभिक्रिया के ऊष्मागतिक' स्थिरांक, ग्रावसलेट-क्रोसियम अभिक्रिया के अनुरूप ही 
पाये गये । यह तथ्य बताता है कि आयोडाइड-क्रो सियम (४१) अभिक्रिया की क्रियाविधि आक्सलेट-क्रोमियम 
(५)) की अभिक्रिया के अनुरूप में होनी चाहिये” । 


248 बीं० एन० भठनागर तथा पी० जी० संत 
प्रस्तुत भ्रव्ययन में निम्तांकित वेग नियम प्राप्त हुये : 


-कितिछ0-]-प्रट्तन रप ए]+छ [ता ]) (4) 


[-4 समीकरणों में अनुरूपता न होना निराशाजनक नहीं है, क्योंकि जेशा कि एडबर्ड्सा। ने 
बताया कि ठेलर और बीयडंस के आंकडों की विवेचना िशत]भा]] तथा ॥॥[।॥[] पदों को 
सम्मिलित करके भी की जा सकती है। यद्यपि, हालेट तथा ससफील्ड द्वारा प्॒* तथा 7 के लिये दो से कम 
कोटि प्राप्त न कर पाने के लिये कोई भी संतोषजनक व्याख्या नहीं दी जा सकी । गसविक द्वारा प्राप्त 
वेग नियम में [प+]भा-] पद, [प+],-०0-।0 |/ पर प्राप्त होता है, जबकि हालेट तथा सर्सफील्ड द्वारा 
बतायी गई अधिकतम सांद्रता [स+],७ ०0:05 ४ है। यह मात्र इस तथ्य का उदाहरण है कि अनेक 
जटिल प्रभिक्रियाओं के वेग में नियम विशिष्ट नहीं होते वश्न वे अध्ययन विशेष में प्रयुक्त सांद्रता परिसर 
के लिए ही शअनुकल होते हैं। वेग नियमों में अन्तर के कारण इनकी परिमाणात्मक तुलमा संभव 


नहीं है । 


गंसविक तथा क्रूजर, अभिक्रिया वेग पर क्रोमियम (५) तथा ७॥ (() आयनों के प्रभाव का 
अध्ययन करने में असमर्थ रहे क्‍योंकि वे श्रभिक्रिया में उत्पन्न होने वाली कुछ जठिलताओं की न्यूनतम 


के ग्रधिक होने पर वेग नियतांक स्ट70,- पर निर्मर नहीं करते तथा क्रोमियम (५७) के लिये एकगाथ 
महत्वपूर्ण कण 77070,7 होता है जो एक विशिष्ट अध्ययन में >(7 (५७॥) का 98% होता है । 


संमवतः घेग नियम में पत्येक पद, अभिक्रिया का एक पृथक पथ निर्देशित करता है। सक्रिय 
संकूलता का निर्माण करने वाले संभव पग निम्नांकित हैं:--- 


द्र्त 
पट0,--- प+ २ 8,070, 


द्र्ते 
त,27/0,- ॥7 ८ (070,]7 | 7,0 (4) 

द्र्त 
[7(70,|7 | प्‌+ हवा [छा न (70.,] ( | | ) 

| मन्द 
[8 . (703]+-- 7 पे [4, , (४0,]-|-।,0 (॥॥) 
द्र्त 

[7, . (70,] -> , | (४(7५) (।५) 


द्र्तं 
((॥५)--८(४७४) -+ 2 (४(५) (५) 


क्रोमियम (747) तथा आयोडइड अभिक्रिया की अणुगतिकी 249 


द्र्त 
2 (7(५)+4 7- -+ 200) + 2 ॥, (५7) 


अथवा (+ (५) + ४४0) रा (+ ।त) + ४ए०(त) 

[(५0,- कण, (77070,- करों के” अनुरूप, संभव माध्यमिक करों का काय॑ करते हैं। डाइक्रोमेट 
आयन के जल अपघटन के उत्प्रेण में मृदु न्‍्यूक्लियग्राही की तरह काम करने वाले थायोयूरिया!* के अनुरूप 
7 को भो ८(श) के प्रति उद्रेरक मृदू स्युक्लियग्राही माना जा सकता है। क्रोमियम (५7) द्वारा कार्बतिक 
योगिकों के उपचयन की गति को /४४() आ्रायन या तो अक्रियाशील )४7०0, के निर्माण द्वारा और/या 
क्रोमियम की माध्यमिक संयोजकता अ्रवस्थाश्रों के असमानुपातन द्वारा कम कर देता है। प्रस्तुत अ्रध्ययन 
में ॥(0, नहीं बनता । विलयन में 7,(70, करों की उपस्थिति भी संभव है, जो ज्ञात एवं स्थायी 
श्रोर जल के द्वारा अपघटित हो जाने वले (70,0, कणों के अनुरूप है! । 


कतज्ञता-ज्ञापत्त 


प्रस्तुत कार्य में आ्राथिक सहायता देने के लिये लेखक विश्वविद्यालय अनुदान आयोग का और 
संपूर्ण काये में मार्ग दर्शन एवं उत्साह वर्धन के लिये डा० एस० एन० कवीश्बर एवं डा० पी० बी० 
चक्रवर्ती के आमभारी हैं | 
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०»-2प्॒ परिवर्तों के कतिपय समाकल निरूपण 


सी० के० शर्मा 
गणित विभाग, एस० एस० एल० टी०, पी० वी० एम०, पारसिया (स० प्र० ) 


| प्राप्त--फरवरी 6, 974 ] 
सारांश 


प्रस्तुत शोधपत्र में ७-2क्न परिवर्ते पर %.,»(>) के विभिन्न समाकल निरूपणों का प्रयोग 
करते हुये तीन प्रमेय दिये गये हैं । इस प्रकार से स्थापित प्रभेयों का उपयोग परावलयी सिलिडर तथा 


जेकोबी बहुपदों के साथ सार्वीक्रृत फावस आ-फलन वाले समाकलों के मान ज्ञात करने के लिये किया 
गया है । 


2 905६3८[ 


(शशिा! ग्रा€शानों 70ए7९5शागिाणाड ० 6 ०-2 पथ्चार्शणड, 27 ९. 7, 8॥ध79, 
[6एकाएएगला: णी शिदवताशाकं05, 9.5.]..7'., ?. ५. ॥॥., 0979879 (४. ?.). 


86 [/08९०॥६ 99007, +97९6 (6070708 00 ७-2 फद्चा5007 79376 >€ा शांप्शा 29५ 
पक्ञाए तदाींलला। गरा्शा4 7९एा९8थाधाणा ० ४, ,(22).,. 76 (४९0०75, 50 68४808060 ॥&ए८ 
छललय पा] परड5९त (0 ९सशॉफप्थवा6 76 पाल्शा98 0ए0 श्र एथ्यशावा220 70०5 म-पिलांता 
एा] (6 9च्ाव20॥0 ट्ज्ावंदः 800 38009 920फरणा 45. 


]. विषय प्रवेश : प्रस्तुत शोधपत्र में «--2म_ परिवतं के लिये, हमने कुछ समाकल' 
निरूपण प्राप्त किये हैं, जिसे निम्न रूप में परिभाषित किया गया है : 


(70) हे ॥ (/2)?-7 2-7/29% ॥१/, /४(/220 


५८ ॥: ॥74व, ०४ 7जोण (4.५० ).) ] ४ हा (८, | । 

>< 7), 0ज | “(॥2-८) त 8/0),(8,, 80) मर ॥(<(४20 (0,000) /(>)०४ (']) 
बशते ० >0, ॥>0; 50, 77(३-#--77)>0, 2/(<7१(80/80.)< ०", |»8 47७ | <३2/#(३ />0) 
तथा |»? ८४४ |< 3» #(2>>0), 


27 0 
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(८७ | स । ०/ध), लघु .४ के लिये 





जहाँ 78५ न्‍ [०४० ( 


(4५, 9) 0(|७५|४/”), बह्द के लिये 
0 ज्ञतपीा। 0(०;/०,)(४55, 2, ..., /), (|'2) 
3 >-]9४५ /#९ (7 )(क- 3 220 हक के (*.)) 
१ 

शक 2) ५ (।-4) 
पर रा पा हैः  ीत ४ द 
2 5 ु 
(3-८ 27 6/-- 2 »४7>0 ('5) 

न 


तथा इसी प्रकार 8“, 8', )', 4, चार प्रमेयों के रूप में प्रथम />फलन के लिये हैं और मा. जर! 
के द्वारा प्राप्त ॥५(222) के विभिन्न समाकल निरूपणों को समाकल' परिवर्त /(/ञ) ॥' 2/|./५) 

के दाहिने पक्ष में प्रयुक्त करते हैं तथा उपयुक्त प्रतिबन्धों के श्रन्तर्गत समाकलस के क्रम को परस्पर 
विनिमय कर देते हैं । 


हमारे द्वारा सिद्ध किये गये प्रयोगों क। उपयोग ऐसे अनेक रामामालों के मास ज्ञात करा के 
लिये भी किया गया है जिनमें सार्वीक्रृत -फनन सत्ति हित ्टं ग्रोौर प्रामलयी' सिदि पर तृथ। गा नी 
बहुपदों से युक्त हैं» ४ 


संकेत : हम (।-) में /(») को सांकेतिक रून में 


ह !9 2, ०, ७, 4, ८ 


का, 0५ 7५ 0+7 / 6, ४७, / (/)) के द्वारा प्रदर्शित करेंगे । (['0 ) 
2. प्रमेय ॥ 
/9 7, /, 0०7, /४, अं. 6 । रा / 
४(2)5-% ,, ,, 2, 0+, |; 6, ४ ० () 7? ///[॥/६.७)|, [० 
तो 
24 +] [९ | न्‍्क। >+ 008 2/77/ 
हि हि] ५ हित ५ 
/ ल्ल्त अचल जिस लजन>तजननन++++»न«+«>+>« हफपत कह अत मै * ५ | / के ) 
४(2) 4($-/८--४#7) 0 ठठशाशि/ 8(/2, 7) 4/ (लक, 
जहां 
ु ० 9]॥[/%7 [ कक “/4, #।/ |-/4, ०, (४, 4 ४८९४० /, 6 ४५४ 2/४ / 
8(/, /)5< घप कं । 74+%7, २५ 7. (१+7, /' ७ ६, ॥ ( /? (१४१४ /), 
4 झ होकर क्र 
(.2'.) 


बशत कि “0(४)--0, [७2 /2|< 3+#/2, /९(३ --# .|-॥४) ::- 0,  0(/ | ०6 -- | | 4 | 2.50, |धएहु ७० | 
< 30 #(१ >> 0), [का९ (१४ [< 2 है (३४: > 0), ह 
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0(:४४५), लघु & के लिये 


(25७ 0 वहद > के लिये 


तथा परिणामी समाकल (2-2) पूर्णतया ग्रभिसारी है । 
उपपत्ति : 


निरूपण ७; ,(/2) के लिये माइजर [] 9. 60] का समाकल प्रयुक्त करने पर 


2#+3/27(]| - 2/(9207/ 
४५४ (22077 कुतुफ्फ्क्री 


>< ६ ८१2/9% शत । >3-१0५/(2295% 0०0870% 7) 209॥ 2077 4॥, (24) 


न्‍ 3 गे हमें 
जहाँ /#0, |ध8 /|< > तथा +(४-#-:७)>0, तो हमें 


(+32/27/| ....: । 
के ( 2/८) | ( 20.07 /2 ०-7 2: />क 04३ [49०0 . | (47.५ ० 7, । 





(9 [2 | समा 
/१(/ ) /( ;; --777) (80, 8 0),(2८, 30) 
० ही हे । ८( ९2) ट |] (2) 42 | 0 300 कु 770,0-4(%१/(2/2 00५/॥7 /) ००५ 2#7 थीं.. 
(2"5) 


प्राप्त होता है । 
0,/.3(५/(2/% ००७॥* /) के मान को सम्बन्ध 
0॥(2) न्‍|27/6+7॥4 2/77/8 %, 0७, +(4, -74 (४4 )+ (20) 


से प्रतिस्थापित करने पर तथा समाकलन के क्रम को परिवर्तित करने पर 


26743 [| - 2/८) े 6097 खा 


4 /2) कप [6--/7-ऋ) गे ठ्णिगः री | प् ( 22)? बा 0224 ] शत: /) 





0७48 23 (४+५ ०) । री) & (८६५ | 
4( 0 72 7 | | 
प्‌, (24६ है । ( रे ;) हे ०)(2 0: 8 हर ०५ 22) (4५, 8,) 
क्र...॥,-..॥ (2२ ००५7 /) /(>) 6४ 
286+47 7(| -.2/) (? 009॥ 2077 
पा बता कक पुतमातजुबकाक ँि | है है 
/ (३४ “६ -|-४77) | 0 00४॥75 / 20 (3) 


जहाँ 82(+, 05 |, (#00/706 ह-7/कह 008 ॥ ९/९ अंग्राथ ७५ १, -१/४( 22 0०१ 7) 
५ ; श () / 
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(47५ ०.) 5 (८, ) हि $ 
(80, 8 0)3 (7) 5 | रा 8 "( /?.१) ( | (५) (९ 


अब ०/४ अंणएं ४ का प्रसार करने पर तथा समाकलन एवं संकलन के क्रम को परिवर्तित तारव पर 


१ 4 क। 
के ४ (4 720)" 








# शव 7 .. (3/4, “१ (१, 7 ॥)। [/4, रत, (१, *ीं ४५६१|॥ 90 ( / ॥५०८ १॥ । 
 । “० ५० * ३६ * 
९( दा ()5- हल । | 2/-| 4, और, १, (? | [% कि के 75 0 ( रे (०९) है ॥ ) 


7) 
इस प्रकार प्रमेय सिद्ध हो जाता है । 
उदाहरण : माना कि /()5०२१ 


तो समाकल का उपयोग करते हुये जो [5, 6] की भाँति प्राप्त किया जाता है । 


(० अ/लकर्गि को 00 24५०० ७, ४ ७ ७५)| 





/44, /॥ 
2९॥#%, ह॥ | (700 





("५७ १४) हर 
(6 00) 205 0,.) | 


है | ५ ८] ०/), /20 न । (7५ ) 
र् ( [| ४ 5 ्ा ही ) 7 |. (५ १0 ) 





7, >७ &, रैं।, /[('॥ 


5 / कडअ 
॥ ्प (2,११४), /, ((१।747+) 


( (रा | (/(4/ ॥ (4 /५ । ) 


( /0, मा / ।% ६ ) ) (४५) 7 575 ( ( | १.) 


का] 


बशर्ते कि 4, ८, (८>09, /0०- ए4% ((0॥/)) | (६ ॥9% ((0,)/ 0): /07#7)|॥ 6 ४६॥॥ ((.) ५) ) 


ह। | 
(४//५/))|-0, 2) 8: “/27 | < उ)श() >> 0), [0॥2 ८07१. 7 //(ै  ' -()), नि पक (४ ॥ 


| | 


73] 6 < 
ब 5 32 2 9६९0, जहाँ ४५ हे! श्रपना पूर्वबत्‌ श्र्थ रखते है । 


(3 9 75 [/)४) ८ पक 
। 2) के /शनव, और) ०, (| ] ५ 7५ ?! (/?) 
(००0 / | #7. ॥। ) 
हि 2५ (, शै |"). 4 ८ (] ५७४ | ( ) ५ ( | 3 ६ |; ) 
मम 0--4. 4" री ॥॥ ई 
ट कु » (2.4 705 7,(2|4 57) ; 2 ( १9) 
(|/ (0, /“) 
6 007 60, 


बशतें कि ॥>0, 7/५- ०-० । | ॥ 2-0, [9 | | ६0 (४ 0) तथा ा। 6|। 
ग(0>>0) 


क्‍ हे 
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और भी, 


० 85 | _६-१/4, -]|4, #+#2+4[4, (५७ /#3 < 3८८ १/६४ ६ ८5८८) 286 ६ 


(8, /) गज की 9, 7, ४, £. (2+3, 7, £2,9, (22 ००४६ /) 


($-०-/-+ ४:72 0) 


ज +[577 [| 8, ५ 8, रै।+7, 4 860748 /([ --.4/,०३);(। -- ८७, 2४) 
६2० ठ ५4% 7४४ (/? 009/॥4 !) 0-7 आर (।. हा ], ( )-| ॥ कि 0) 
7५0) (5-/77/-: (०, ०) 
८ 8$62॥*/ ६ 
(80, 55 0)+0,), ( 0)(४:५0 5) 
(2-0) 


बशर्ते कि ॥>0, #(७--०+हा+-वु 4७७ --॥9/)>0, श्िड (4 8००१ 7)| <दुगेन(ओ >0) तथा 
[धा8 (2 8०20१ 7)| < ३2 # (४ >> 0). 
अतः: प्रमेय॒ का उपयोग करने पर हमें 


० 8॥77 2/ [ प्र ४, 8, ै+ 2 
9 रच 2, (7,:00, 2, ((2+7: ८) 


((--०- /+/-:7% /०) 


(0४ 
| प 0098॥ 2777 802]787+5।|4 ( 
/+0 


8९०॥१८ /(([--.4+, ० ३.);(।-7०७५ %४) 
। 80036 #॥॥( 79» ०३): 4५ 2४ ०/ (24) 


(३ - ०--7-/८+ ०, ४») 
(80, 8 0),(200, 8) (4, 0) 2 


क्नननाः 


2 86८0॥ 4/४ [ 


(कै -7०-:/2:८:77, | 


>> जरआ) काश मे; क भका० 4 (74%: ०क)0:(] 7८% 2४) (2-]) 


2९१4 //] ....2/ 2, (/॥५; छो3 75 ((2+: ८) , ! 
ह . (--9-/+:०, /) 


_ (80, 8 ०),(80, /५):(०७, %) कर 


प्राप्त होता है बशर्तें कि 2()--८--#):0, 2(9+०न॥० 60 +१9)0, | 4|<$ 9 क्र(2 >>0) 
तथा [धा ९ ८| -3)/ (० (2 ० ) 


फ्रसेष 2 
(3 73 2, 0, (४५ ४39 ८ ८ न 
यदि ९(४)5 %,,., ७, /॥, ०५०, /; (0) 57॥0--27 /»0)) (3:) 
पे 9 ५ कि ८ -20- 
तो (४552 | 2 ,,..3|2 (००श॥ 20) अंप्र # # 09#-27+7 ६ 
0 
कं ॥4 |2, गा, 0नशान-28, ०05, ७, 4 56९॥ 207 हैं, 52202/« ५ ए 269 /) ८४, (3-2) 


2४१॥, ४, > (2+7, |, 8, ४, ० 
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ध्द 0 व ३ 8) रा | . 
बशतें (४) कि 0, [धा९ | <_वा/2, ९८) किन 3/2, (7 | 2 पा /[727/7 | ; 06 ह । 2 | (१) कह "(), [07 की [/27 । 
बताओ >0), धिह ६/| < ३श कक 0), 


0(५४)), लेंघु .४ के लिये 


जहां पर | 0(८7/५४) बृहद » के लिये 


तथा (3:2) में परिण।मी समाकल पूर्णतया श्रभिप्तारी है । 


उपपत्ति : 


माइजर [], ०. 600] के अनुसार ॥४, #(/22) के समाकल निरूपषण का उपयोग करने पर 


स्‍ ९ /) ५ ला (९ ; । | 
क्र; ,/(/2४)572( 2०) |, 27/४ ००ज 2. 2, (०0४ 2/) शी +# / 097[# / 6, 
। (3'3) 
जहाँ. 950 |भ३ 77>97/2, /९(/:)<3/2, तो हमें 


//,' ८ ॥,) 


.,7 ( । 
हर (00, #०)१(७0५ #9) . 


रु के 5 
९(.)5772 । + (02)? €7//% ह हि [ (॥.0)*' 





(८५५ |] | जद १/2[४ (()४।। 4४ री 
| 


७ (00 20) शत ! $/ 0णी7/ / (/ 
(९५ 2] ४) () 30202 


(34) 


9 


4 प्र! हे [५४०0४ 





प्राप्त होगा । 
समाकल का क्रम परिवर्तित करने पर तथा तत्समक 
डक्णा छू 9, कट) क्‍507, क्‍ 
का उपयोग करने पर हमें निम्नलिखित की प्राप्ति होगी 


॥09 235 0०0, (४, #, ८ 


|; पक १5 
3४+5 7४, 2. (+, /) &5 ४७ ० (0) 52 | ॥ | (००५) 2/) शंएएं ४ ए08 7 / ((# 


प्र 
0) 


0 हा प्र ( हा 
है |, ( 722+ 0093[4 /)7+7॥"-१ 4 2"7/2/?./ (()४])।” / ओह ॥॥ ियि (१ )६[१४ | ) 


24-०५. ४ 


] मु । 4९ का 3.) 
0, 0+7 (4( (02) (४)५ ५ ॥ 


/ पा | ८ न है ) ' 5 
(80, 8'०),(8,, | (7, ॥ | 2( /).४)/" हा 4 । (७) (४ 
ल्‍ 9 0८“ (,./४ / ६ 


५७० 
दि | 
च््टे | ॥,,_4॥ (००॥ 20) शं। 77४ / 606//क7 / 


>(7प 





4८ कु 74% 7 7+-7न-/2, ०, 5, 4 8०८८] 20 ६ 6 ४०५३/॥ । ॥ 
2. 56 आका, 0, 2, 0+7, /; 6, ४, 7 (/? ०0४॥: /) (/ 
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सम।कल के क्रम के व्युत्क्रमण को सरलतापूर्वक बंध ठहराया जा सकता है । 


उदाहरण : माना कि 70-5०, 
तो (2.9) की ही भाँति 
६,8४0, 2, //, //, ४, 6 


#,.7 ४ ४, ०५, (२५१५ [, 85%, ० ( /) 


॥ 


| [($->०-#्क, +)....] 

/६ 

_-ग्- कटे है? खाई ((( -4७५ ०८ ७);([-८७ %४) 

2“ मल ' का 0 कक ! (3.7) 
८ ((--20--/८+-०५ |») 


] (80, ८),(85,,, 90) (6७७ 0.) 
बशरतें कि (2:9) में दिये गये प्रतिबन्ध तुष्ट हों । 


(3-7) से 


|! “44/4, #_क्त 7+आा+ी/3, ७, (४, -ै. 502]9/0 # 8८८॥१/ ६ 
* ४ 9 | 
५? ४ 4 7, ४, 4.5 (/-५- , 5 ः ॥, 0 ( 2 50$8॥ ) 


, ४, 6, ॥४+, / 4 820॥4/ ' (-4+, ०+):([--०॥, १४) 


»> 535 


+5( 0 2 /)-०- 77 5 
( /? ५०५7 7) “4, (7:७४) 0, (0+7: ०) | | 


िककेननमकक 


उफम>क+, 


६ इन 5 (2) 






* ०५७० ३४ +क ७ ७ क # + ५ 0 | क ४ ३ + भ कक के ॥ के के ७ २३३ ॥ ७ 


द ८ $८०॥१४ ४ । 
। । (20, 8 0),(20, 80) ;(थ॑.५ 0५) 


(3"6) 


| अम्मा, 


बशतें ७0, ॥( /ै);70, # १(०- #7 +०-+- ७9 -- ७७  --#7--)>>20, |धा2 4|< ३) ४(२ ०0) तथा 


[शाह 2[€< ॥) क्र) >> 0). 


अन्त में प्रभेय में परिणाम (3-7) तथा (3:8) का उपयोग करने पर हमें समाकल 


| 7 
| ह 2),,_|2 (0००8॥ 27) शंग्राग-#+ ह॥ 008॥#77?747-7 ६ 


(-7०--/; ०) 
े । 8९0॥45/ (६ क्‍ 
ऐट्‌ 7 नी ([--.4+., «०+):(।--८४७ %४) 
5 , (॥:॥४४), 05 ((१+॥:0) 
८ 8९०॥%४ | (॥...... .....----- 


(8५, 9 ०),(8;), 8 ,0);(4६, 


रा 
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हु (३-०--/::॥१; (०) 


3, शऑ 25 4/+4., स्‍ हि । ( || 20205 5 ० )) 7 [ ४ *(/ (५ १) है! 
न्त2ै472, (7.: १03 7, ((१+३:४) ु ह २ हब ) 
(|-|/-7+ | ०, /«) 
की 
| (80, 8 0),(8.,, / (0) (4, 0.) 
प्राप्त होता है बशर्ते ७7०0, उ2(/६) < 3/2, /((#--/+-० :-ा ७० 4 ॥9 | के) 0, [वाह | ३) 
॥() >>0) तथा |३ ८|<< डैठे द्रा(है >>0). 


रँ 


4... प्रमेय 3 
६, १7$ 2५ 0, 5 “८ * 22 भा | ( ५ ह। ५ 
यदि /) 5 ७, ४, 9 (2+7, /, .(, ४, ० ( /?)क+ 7 +“247[ /(.१)|, (4) 
2) ९५] ]...9 /५ ; हु निक 
तो ९( /)>52 | 7, ,4॥8 (०0४ /) (7 / 800॥॥7 ४३ / 
कु “>।. | 04-2५, 0, न । ४७८९|।४० (6 (४ ४९७८॥।१ / हि ह 
2५ | रीर्वपक और ॥ (॥; / (0 /0 (/? 0(१४॥% 7) (/, (4 ली 
बशतें कि ४>0, ॥(/)>0, |श8/#|<कछ, #ह)) ७0, #कवओे ० | | 8 । है ३) -0, 


[शाह 677 | <)#(२ ०0), |(ध8 ८१४] «के /(+ “ - 0) 
न [7(2४४) , लघु » के लिये 
की कल (0(७-/४), वहद » के लिये 
तथा परिणामी समाकल (4-2) पूर्णतया श्रभिसारी है । 
उपपत्ति 
माइजर के अनुसार [!, 9. 600] #५ ,,( ४.४) के लिये समाकलन निरूपण का व्यवहार कर पर 


7/ ० | धय ० ि ( 5 पे" का का ५ ४॥॥॥]]+ ॥। ] ) 
(५  ह 220) नमः (ि | / औ, ( 03)" | ४, [4 | । ८ ग्रै (4॥ 8॥॥॥|। ।' # | 9) /2(५/(2/0.0 (९ )५१ ँ ) ) 


2 --9 
2 शा | /, ,_, ,, (०08॥ /) ०/, (4.3) 
जहाँ 79560, |थ8 /[<:४/2 तथा /(0)>0, तो 


| (//,, ८ ॥,) 
00, #.),(/,,, /१,,) 
(८५, १४) 


| १५%] हर 
' ५ ०) /2 शैओे 9 ै, गा 7 /! गा पा ९5 (६ ९ ५; हक 
(4५, ४० | गा |, 07/9/#8 कक ॥/ /)॥0 3) 3/( ५ (2/2 ००४॥% /) 


__9)0-.६ हा -मव ढताक प्रकिया, 
(20) नल 20 |, ( /20१7१-४/॥ ८-१/% ० (/ (.४)९% 





7 


2 | ८( ४20४ 





अल --2)९ ) 
»८ 87775 / 0, ,,..ध|2 (008 /) ०/ (44) 
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पम्वन्ध (2.6) का उपयोग करने तथा समाकलन के क्रम को बदलने पर 


५० १--2» 0्छ 
९( /) 2 2,५५४ (०09॥ ४) (द्वात)%५ ह 5८०९०-७४/४ 7 द्रा | ( 72 00ञ4 /)/+२-३ 
४ । 


277/48:४ ०205)4 ६ 








287.) , -3॥4( #> ०08॥ /) कक [4 दे पा | 
0 7) 220) ४ / 
धकड (00, 8 ०),(85, 8“) 
प्री | ८ ॥/। (८५, । (४ 4४ 
250 (2 ) (4, , 0, ) रब (्‌ ) 
०0 7-+-9)५ 
के |, 0, _4|2 (०0॥ ४) द्वा0५ # 5९०४३१९-श४ ध 
+५-१/4, 0+)५ ०7, /४, 4 5८८ 267 #, ८ 5९८) 2(६५ # 
रैक ] ४, | 22+7, 2, ४, ० ( 20 0०05/5 7) 4/. (45) 


समाकलन के क्रम का व्युत्कमण सरलतापूर्वक वंध ठहराया जा सकता है । 


उद्दाहरण : माना कि /0)--४०, 


तो 6, !७ 03 ४५ #, 4, ८ 
704 चै ॥ है ४, /., (2 बैन है । * हि | (८, है 


(3 “०0-“/2 कि कर 777, (४ 


। [--4% ० ४);(]-८७ ह 
( (2) ध्य् नग्न पा ४, $, ै4+] 8 ४ ढ रे े की 
बा अं 26 
4] 


(80 श्री क ०) 9 (82 | ; 0 ) $ (4५ 9 00) 


)>0, [धए2 4| < 9) म(१ >>0) तथा भा? ०| < ड्ैने वा 


(4-6) 


बशर्तें कि /:>0, ॥(७- ०--॥--३-+-॥५७ -. 8 
()े ँ कि 0). 


(4-6) से हमें 


|, |; | + के माल ॥॥ | शु हे 


हे 2+ै५ /४, (८४, 4 8८९]३/८ ८. ८ $60).3/५ ( 


#4+]) /४५ 73 0+7, #) €, ५ 7 (0 ८08॥2 7) 


(है7०0-7# “१-३, /») 


4, 2५ ५ /४+], [) | $20॥%८ ६ (( --<+7,५ ० ॥);(! "०८७३५ ११४) 


हर $8]2/)-०-7 (. 
+( 7? 0085) ४५, (/: ४), ५ ((2+१: ४) 


है 


| 
८ 560॥%5/ / (।--०--/८ + ०, |») 


(8,, #/0),(20, 8'0);(4५, ») _. 
(4-7) 
प्राप्त होता है बशर्ते कि 0, (००0, #2(/)>0, &(०+३+०+॥४७ ४8" --२--]) :>0, 
[शाह | गे माने 2०0) तथा |आ8 ०८|< 32२» >0). 
/2 |] 
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श्र प्रमेय में (4:6) तथा (47) का उपयोग करते पर हमें निम्तांकित समाकल प्राप्स होता है : 


| छा (60॥ 7) को) / 8९0॥4780०।/2 / 
2//-/4 ' 
(3 ० / लै:|:३., /') 
2 पा हि 4५ 24), रा | $८0॥१/८ | ( || व 4); ५ ॥,) ही | ॥$ (५ १/॥) 
26४4५ (॥:४), 2, (१+:०) 
८85९० १४ / (([- ०-/८+ ०, (») 


(80, 8 0)(9,,, 2 ,,) ;(थीं, 9 0.) 





3.4८, + 


(३ -7०-/ ४:१५ (५) 
/ध2, है, ६६ न : [-- (३, ० /))([-- ८५, १ 
पक 0 (7,:१/), 5, ((2+4०7 ५:70) ' ४ ४) ' अल ४) ४९ 
गे के (4 6) 
८ (4|/?-#: +-०, /«) 
(20.8 0),(8,,, 8.);(०, 0)... 
बशतें कि ७०0, ३०0, ै(०+ है ॥० न॥ 97 ।०-| कै. 4)/70, है | हुते श(ते 0) तथा 
[आ8 ८| < ३४ #(%  >0). 
कृतज्ञता-ज्ञापत्त 
लेखक श्री आर० एल० यादव का आभारी है जिन्होंने सभी प्रकार की सुविधाएँ प्रदान की । 
निदंश 
]. माइजर, सी० एस०, 9700. सल्तहा &(8४व, ए. ४/एालाइटा, /#ाई।हातत॥, 9044, 44, 
298-307, 435-44] तथा 599-605. 
शर्मा, सी० के०, 2077. '/(७(॥९9008$, 974, 33. 
वही, इण्डियन जन० प्योर ऐण्ड एप्ला० मंध०, 973, 4, 278-80, 
वही, 22 (972), 227-230. 
शर्मा, सी० के० तथा गुप्ता, पी० एम०, इंडियन जन ० प्योर एण्ड ऐप्ला० मंथ० (प्रषित) 
वही, ॥96 ४३४४८०६॥०४ $06070, 972, >0.,6 , 239-252. 


छ. ७ 7 (० > 


४]03॥3 ?87050306 /&]॥0७5370॥937 ?3८:/7/4 
४०।. ।8, ५०. 3, |५७५, ॥975, ?2३४०५ 26!-268 
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वाई० एन० प्रसाद तथा आर० के० गुप्ता 
सम्प्रयुक्त गणित विभाग, श्राई० टो०, बनारस हिन्दू विश्वविद्यालय, वाराणसी 


| प्राप्त--मई , 975 | 
सारांश 


प्रस्तुत शोध पत्र का उद्देश्य दो चरों वाले ध-फलन के लिये कतिपय त्रिगुण समाकल सम्बन्ध 
स्थापित करना और उनका सम्प्रयोग दो चरों वाले दो आ-फलनों के गुणनफल सम्बन्धी कतिपय त्रिगुण 
समाकलों का मान निकलना है। इन फलों से बई रोचक विशिष्ट दशाययें प्राप्त की गई हैं। प्राप्त फल 
कोल तथा डहिया द्वारा दिये गये फलों के सार्वीकरणा हैं । 


7 ]/ 6? ७ 


पफांणा० प्रा।स््टा नो एशैक्राणाड ग्राएणेशाए एलाशशॉंइसत िलांणा ण (छ० ्थांको९5 जाते ताथीः 


॥एफल्याताड, 827 ४. ि, शिब्रइ4व0 जावे र. ९. 06799, >070॥60 'शव०7ीध्याथाा05 $8600070, 
[. ॥'., 8. ॥. ७., ४७॥०७॥98 | . 


पहल जाए ते पा$ 7007 8 40 ९४29)॥9क ट्टाथां। एए7ए06 पादषश्ठाओ 76७४०75 परापएफा३ 
(॥6 /#/-फाए[ता त॑ ए० धक्ांव068 थातं 87909 गाल 40 एप ००(६ाा। एरए6 ॥र6श्टाधड 
॥९06श॥89 (॥0 [॥00068 0० [७४० क-पिालांगा$ ० ए0 एक्यां265.,. 'शक्चाए ॥7068778 एथा[- 
०पाद्वा 09508 ॥900 9९९) 0९त0८९6 07 06पा' 768प8.. ॥॥6 7680॥8 376 ॥76 2शाधा$8075 
0० ॥९ 76808 2५०] 09५ 7९ 80॥7) ७700 ॥02॥#98 0), 


]. प्रिचयात्मक : मित्तल तथा गुप्ता! ने दो चरों वाले //-फलन को सांकेतिक रूप में निम्न 
प्रकार से परिभाषित किया है : 
ः 0 ) ((4/, ; ०७३५ 4932) मा 
7१9 4. / (063 ॥99 /4,)) 


( /४४५) ॥9) |((८५,५ १/५)) 
रा है, ले 4 द्ःः | [ 2) हर /27 4 है? 
डक 22 42 / [(०५,, ०५,)) 


283, 73) | (०५३७ ४३) 2 
(0 48 / (4 ी4३)2 
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] ५2 | 
नये  फरिन-+ ्‌ 0,(..)8,(7) ४ ॥* थ ती' हे । 
59) |, |, (40000) >> के 5 (:4) 
' 
0 हे | 
जहाँ (४, सा | रच है कक 6 ] रे कक ॥ (4 ४ (0॥॥ /;/) 


। 


772 का त 2 ( है [9 ( ह 
0,(0) ल्‍+. 47 7(ध.--.0:8 77 7(]--८।+ ५७ | ॥। ॥(]--4। 4 650) // /7/(४५/५ %॥४) 
(5) 4 (६-९ 2 (-८।+ 95) 0 0 गा हू ५४४ 2 


| | 
6,(/) -- या ॥-73) 2 7(--/ +#)/) हल राध-ह । ॥/ ), री गन 8] 
तथा प्राचल क१, #73, ॥५, 79, 0:3 229 (2 4५ 49 १३ ००, इत्यादि भी वहीं परिभाषित हैं।। । 
2. इस श्रनुभाग में हम श्रपने मुख्य फलों को निम्त रूप में स्थापित करेंगे : 
(0) | | ] । , गे पुन कक पर ताज 008 (20 (का | 0७) /( एा० हा | 
्तैं व 0 लक 8 तक हल की ४») व व) व: 


कक] ४ के अं बेब 


५0 9... ॥77 | ॥। | ह | (्‌ 4 2/), | (८ /20? है] | ) | 
त्ठका।। जफययरष्याण जे का का 
0५४ 7227", 02 | 2 ॥(40,५ 0०,)), (* ६ | ॥॥, /) 


(7८6 | | | 
4/॥ 
(४ थी! (2"[) 


2(४* | ॥) 
| 


| 
बशत कि () #, ०, 8, >0, #--0, , 2, ..., 
(0॥) #2(€--॥० +3)-0, जहाँ #ल्‍च्णयां।) /२ ?(8-<] गर)) तथा #/और #»' इस प्रकार 
चुने जाते हैं कि समाकल का अस्तित्व रहे । 


रा अल “से सूचित होता है कि (7) के प्राचलों में कोई परिवर्तन नहीं एश्ना । 


2 [ /॥(८४-].- 9१... 27 ह 3... ही ह 
(7) | | | (ली-- शेड 5 ण हलक दत  [एए० हक हि हे है ७08 (22707। [॥/<5) 
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072 2_4। +)2 ! >> धें रे 
ह्ह्य्शऊ हि 8(> च 2 +ऊ 2») धर 2 2 


| | का) (8॥ 7? ४/४) 


0 ४/(४४ -- ४४) 


पता ्‌ण न -+ 2*)८ 





22६8 + १ 







क ट , ॥५ । (८५.५ 2४५2) ([ -+77--4, ४) 
/22-+: 23 4५ - ध (! जि 2६ 2/), ्‌ 42१0९ 2) 


ध(0*4 -- | 
धं४ थे? (2'2) 


2(४४४-- 9१) 
बशर्ते कि 6) #, ०, $>0, #८-0, , 2, ..., 


(60) #(६--#०+$)>0, जहाँ >च्चययांग हे , (+5. ..., 772) तथा +* और _# इस प्रकार 
4 
चुने जाते हैं कि समाकल का अस्तित्व रहे । 


०] >८वई | ॥(>() -+-9*-- 2) का ९/(<४* +22) हम 
(0) । । । हि ठपउठछेस्ताओ प्र हत्फ्ज़्स्खछ् री (2:88। ० 008 (2 87 









220 
”' 0) ) (4५, 3 ०५.५ 4, )) श ०) थी 
4(४४-+ ४7 + ४7) ह 
| 26: 20, 270 (9, ; 2.., 8, ) ४5-४9“) 
ए 5 १7 ( ) ६ 4 59.4 442/ 048 
मम हा] 
2 2 4 0 55 5 0०००5 
हे कक अल मद क हे 
पा ० /"(॥/१-- ४५) हट 
ठब्रट्ात । । ९/(ऐ । ५) ॥(६१८॥॥| ये ४/४) 
0, 0 (4५, ; ०५]५ 4#,)) हे 
( ) 2? पर 6 ०(४४१ 4-४2 
/75 ६ (- ६-78; ॥, /०), ((2५,; (8५, 20.2) 
ह आह बंदर धर! (2-3) 
8(४४१ 4-४०) 
८॥/६ 
रे ) 
बशर्ते कि () ॥, ८, 8:50, ४7०50, !, 2, ..., 


(॥) ९ ( £.| /॥ ऐ। री ( +- ह )>0 (जद 0५, #ल्‍5, .... #3) तथा /' और 7 इस 


प्रकार चुने जाते हैं कि समाकलों का अस्तित्व रहे । 
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3. फलों की उपर्पत्ति 


प्रथम फल की प्राप्ति के लिये हम कौल/! के निर्ममाकित समाकल से प्रारम्भ करे : 


|... 008 (28 0(००४ 0% क्र[6॥१००४ 0), 8४ 40 
» 0 


| 


(7४० 


_श हा ॥82-+-7 (-- 26, 20), ((८, 00650) रा 
कक 2877 48-27 (4५५ %,) ।- (०78 -:7/0 /).. | 87% 


बशतें कि /. 2, 0:>0, #7550, |, 2. ..., 
९६ -॥०-+3)70, 6च्चाया! (4/9)), 55, ..., ॥2- 


अब (3-]) में ४575४? रखने पर तथा दोनों ओर 7७%) /५) ४/ ०4% से गुणा करने पर एवं 
0<#< ००, 056 :३%# सीमाओ्रों के अन्तगंत # तथा ९ के प्रति समाम.लित करने पर यह 


| [७5 ह 207 /(9) ००४ 2७४० (००४ 08 प[&0 6 (००४ 00, 807) +० जा 0 ७: 


कि (१ 6 
धरा ०० (गः।2 ] हा 
करता | |, हे 7(/5) /(५) 
८44० 
कक 72 | (--26, 20) [(०५,, १७,)) 4/ की 
। सका ।# (४ (॥ (32) 


23३4 4, (३ | 27 | (- £-|-॥॥, !), ((५५,» 0,)) 52४ 


ब्र्छ | 
॥ 


में समानीत हो जाता है बशर्तें कि समाक्षलों का अस्तित्व रहे । 


अब (3.2) में बाई श्रोर 957 श। 9 4, 2557 005 $, (४ तए व बयां हा 0 ता ती। तक मो 
गोलीय श्रुवीय से कार्तीय में परिवर्तत लाने पर तथा दाई ओर ॥/--+ ८०४ ९) 7. 


# ही ७, (॥ त।' . / 
4/ 4५४ से श्रूवीय से कार्तीय में परिवर्तत लाने पर हमें (2.) की प्रष्ति होती है । 


(22) तथा (23) के लिये हम कौल”! के निम्नांकित समाकलों का उपयोग करेंगे । 


गा $ 
| 008 (20४0)(005 0)8 ध(ध४6 (005 0)-2/, 89०) 40 
0 
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72// 
#४72-- , 77५ ) (०५.५ १/॥५))([ न॑ ६८४१, /) | वृ+# 


पा 
तल ठकपा *ं ' 
(22 7 6५ -+ (| न है 5 हर 2/0), ((4५,५ 0५, )) 977 
बशततें कि ॥, ८, 8-0, #5-0, , 2, ..., तेथा 7८(६८--४०--३) >0, और 


0, 0 ((६/५,; ०५.३ 4/,)) ६0४० 005 | 


ग्राः 4, -+-] --2 ५ 2/, 2/८/(0 थे का 89 005% 8]. 
। ह 008 2070 (८०05 08 प्र 203 कक (000 #05 :4;॥ धं0 


0 


0, 0 ) (०५, ; 6/]५ 4#] है 


६० 
ग 0 वी जे 2 | (-7६--:78; 8, /0. 4843 /4,, 29.)) | की 
न्कूझ्ा # 
890 
व्ः 


बशरतें कि ॥, /, ८, 8:50. #४ 50, !, 2, .., 
#लृ6 | ॥ जात (4/9)+ ६ ण ( ॥/77/) -- $>0, 
(के | 00०8४ 5 / 7 कई । ६ ४४७7 2/8)- 
विशिष्ट दशायें 


/॥(१ 4-४१) 


2') के बाई » ५ ७, कऊाऔी(४४+- ४१ 
( ) के छू ग्रोर ९/ ((/“ हि | ॥४) ( ) 


१४१६ , 
(का ॥/प्र) ६००8 (2 ध7 3 9/) ०0876 (77 9/४) «२ कमा 008 (2# (&॥7 ॥/५) 
तथा #550 रखने से यह 
॥([--28) (७(० धर ही » 
2० तप हाय) ५ |॥ कानागह २०० एक छाए २ सन/न ४05 
800 +४१)7)॥? + ४१) # 4. (47) 
मे समानीत हो जाता है । 


ग्रब॒ कोल! के समाकल का उपयोग करने पर श्रर्थात्‌ 
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ण) ७0 (47 ६ ! भर ( है छ श ( (ह] के रे /। हू ( है? ड़ 
| | (7० 008 (टेक दा 7/म) (६ --॥2)6, 0(॥8+-४)०) 708 | ४) (0 था! 
0०८० पा व 


र्ट 7(2/) / के 
बशतें कि समाकलों का अस्तित्व हो हमारे फल (2.-),(2:2) तथा (2.3) निम्नांकित में समानीत हा 

) ( । 
जाते हैं । 


| । के गा का 
ह्हपठशहआब ह हक + क्र + उप 


है 


कई थे | पद 


दर 
व्पऊपकार मींगिल+ाा+-०)५ 0०43१ 207) 4६ 4 4: 


224 ॥ ४ (28) 
2थ्ट+ा, 


4 "५ 
डेझुआता। | | | | 0 ध (4४९, 87) 60) ॥/. (42) 
बशरतें कि समाकलों का अस्तित्व हो । 


“(०४ 3४ ] ॥(०४+४१+४) या 
लो - (शा-4 ४(७+)/) 
|, | | ० 6७--998-४३ > हछ ०7 उ्श्ाद 0$ (27 ६॥7) %/.८) 005 (276 (8/7 . ये 


# 
छफेंपक्फ गंकिआन आ+ 20० 0७४५-३१ । 2१०) ०५ ६) ४2 


” । (+20 १", हि 
कह्प (त+क| |, श[ब५ श्र) #0) ८। (4-3) 


बशतें कि समाकलों का अस्तित्व हो तथा 


00 "७० (6० है हे] [पर 5... 2. 27) ( 
|, है (जनक हताक अउ ठुछ- जय छाए (कक पाए ४) ००5 (206, दा 7 के | 
_ ४डइई 7772; ४0 (०५, १४५2) ध(>( | "ए* 2 | ह 27)८ 
(४7 -- 9४ -.- 25) 


पे: 2" (+ 
22% 4५४ [ (-- 46 2/:) प्‌ (५9? 0५,)) 92 हे, 28 | 2) लक इक 


धरा ] 


5 ट । 
29६43 (तक | ख(०४१ 8/% ५) ८। (4-4) 


बशत कि समाकलों का अस्तित्व हो । 
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5. सम्प्रयोग 


(82), (43) तथा (4-4) में क्रमश: #(४)-77-7 म्न्‍्ध4/१, 97४) रखेने पर जहाँ 


0, 0 ) (6 %5 ५४, ४ 5.) 

वी 0५ 2 की, 5 075 80.) के 
प्र, उोच्चफ रद ) (28७ 7#थे 

/५, (2५ (47 0,, 0०५) 

3 20 हि मी 20, हि 

403, (23 --॥ | 


(७० 70), (/60.,, /.) 
हमें निम्नांकित की प्राप्ति होती है 


७० (१८०७ (१०0 हि [ 2 4। बज) 
( न कक कम कल कक अब कक । -] ४९ (2 02 ) ) 
| |, ॥ 07007 72% 0 कल जम न कह (208: कक 24 
2*६ । हि 
छछउशह्णछ चर[व(-४ + ॥7--23)% 057 9४ - 22) (४१-+- 9१ -- 29)5-29/2 
/2/[.4(४१ -. 9३ +. 25)%, 8(:2-- 9३ --27)/] ध:८ ८) धंट 
ग्राईः | / (28) । 


द्/ै ७० (+-] )7 
पा नाल न नमन मल -+ |) आए (्‌ -( (६ |») 
25) ((] | हैं:-का) 670 & यू ४ 87 8४0) 


की 8] 
0, 4, 


0 | ()7-+- ४2५, 2 +;५ हिल दि 4.47८/ 


॥7,), 42 (८५.५ १४५) 
"(०० 
(१५५ (2 (449 0५५/ 0477/) 
| /773, 778 (6३2 2५३3) 
| 
7७ 48 (4३१ *98) | 


+ 


जहां # मे 


पा (०2 (5७) / 9.८ ०५४ 0 ०2, 
। 7 000 ८ ॥ | हु | [7६ एड भ ' ३ ४ 28? ॥ ४ ४8 | ह॒ 


+ / ४) / (/2/ ; [-५) | ८ / ० / 
| 3 (| | 5 () [7 ःः (24 हे दा ध हे । (24? रे 8 (व्‌ | 


का तथा . से 
हरि 2 


268 बाई० एन० प्रसाद तथा आर० के० गुप्ता 


/ स्‍ (/१/?/ | ५) ( ' ल्‍ 80 
(0५, 30] 20775 | [--4 ॥ न ॥ 2075 «॥७॥१) 7 7, '॥ 7५ | 


[[_.८' (/०/। 5) 


“५० 79 १ 799 ४7४ | » 72 | 


ह 4(॥ ९९; | 5 9,) 
भ_ ४ >> 23३>३3३+३+३0  वट_ं वि? 
807) 
गए 7(४४-२॥ 9») हे 2(-7॥+४ 2) 


है जल 


+ --# 
और 2/7+ पक 
0 


का बोध होता है बशर्त क्कि ८, 0 ) -०५५ है ३ ॥4 ह222*5% () कर ] दि । २ ००९ 9 ५ न () ५ | के हि न] 


ए+व्ब करके नेक + ] «0 
॥[5+ ८७ +08// |] <:0, 
जहाँ 
एत (4६/6,), सर ,» 9 
8 न्याय मे 7४5 "७ हफ 
७ बजा १(4॥/69 ५), 7ै+०. --७ “4 


“| 
०. न्ला987% ९ (४--), दिस 9 ५०७ 
है 


2 >ता47% । पट | ्ि ॥५ 
० 


८(:-- . | 
8 जय क्गा छत, «७ २5 


निर्देश 


[.. मित्तल, पी० के० तथा गुप्ता, के० सी०, प्रोसी० इंडि० एके० साइं० अनुमाग 68, [973, 75, 
964, 7. 
2. कौल, सी० एल०, वही, अनुमाग ७, 974, 79, 55-60. 
.  डहिया, आर० एस०, वही 37, 74(4), 67-7. 
4. प्रसाद, वाई० एन० तथा एम० एस० डी०, जनें० प्योर एण्ड ऐप्लाइड सेथ० (प्रकाशनाधीन) 


४]7]73॥73 २०१ 5$॥92 6 /05376[3॥ ?3६7ै६ 
४०. ।8, ।३० 3, ॥७॥/, ।975, 7०8९5 269-273 


अष्टि के रूप में प्-फलन वाले समाकल समीकरण का व्युत्कमण 


वी० सी० नायर 
गणित विभाग, रोजनल इंजीनिर्यारेग कालेज, कालीकट (केरल) 


[ प्राप्त--दिसम्बर 7, 974 | 
सारांश 


प्रस्तुत पत्र का उद्देश्य अष्टि के रूप में -फलन वाले संवलन प्रकार के समाकल समौकरण 
को सिद्ध करना है । इसके द्वारा हाल ही में जोशी द्वारा प्राप्त परिणाम का सार्वीकरण होता है। 
कतिपय अन्य रोचक विशिष्ट दशायें भी दी गई हैं । 


43057 8८6 


पाएशओंगा ० जा गराध्टानो व्वुएभांणा ज्ञांति था मि-णिालाींजणा ब5 5 एसताले, 27 ५. ९. 
४, ०४ालाधा08 06एशापरालां, रिव्यांणाओं |86००778 (०॥6088, (*207८पां (0278/9). 


गुफ्ल काल ० एंड एथए० क्‍8 0 $0ए6 था प्राल्शाब ढवुप्रधा0 ण ठ5गरगप्राणत गए 
#०णंप९ का ऑ-पिलांगा 38 78 एश॥6],. 7. इथाशभी288 4॥6 768४६ 76९0०४7फए शांएशा एप उ०थशा। 
[4, 0. 200]. 6 €७ णाश [श०४0९ 596०4 ०85९8 6 880 ट्ांप्शा, 


].  परिभाषायें तथा प्रयुक्त परिणाम 
यदि /(४)57 | 0५ 20) 4 १४(/)>0 (।*]) 


तो #( ४) को /0/) का लेप्लास परिवतें कहते हैं और इस सम्बन्ध को 


#( 9) 575४0) या 70)777 |). 
के द्वारा अंकित किया जाता है । 
एरडेल्यी [!, 97. 29, 3]] 
€# 70) 5777(9-+-०५). (-2) 
यदि /(0)-//(0)- ... ४ ४-१(0)-0 तथा /०१(४) संतत है, 


270 वी० सी० नायर 
7०४) #/ /( |) (|) 
यदि 700 557,(/) तथा #॥()5४ /५( /?) 
तो [800 /0(-०) कर फा(क 7५९ /)- (।*4) 


फाक्स [2, 0. 408] ने #-फलन की परिभाषा दी है । //-फलन के लेप्लार परिवते को गुप्ता 
[3, 0. 00] ने प्राप्त किया है । इस शोध पत्र में //-फलन' के लेप्लास परिवर्त की निम्नाकित दशा का 
प्रयोग किया जावेगा । 
५7, _(--७, ) ((+/# 9) _ | हे 
4० [हा + (0, ।) सजी) 9777/ )/)7० (["0) 
बशतें कि ९९ 9) >0, 2:7/:0, 7९(+-/+4-/:70>0 तथा | शा£& 27 |. '#(2 --/)/2. 


धर. “9923 


धर का 
00 ५) द्वारा # प्राचल 7 5 आर ३ 53  » ग्यकत होते हैं । 


जब /८5-//७, जहाँ # तथा & घन पूर्णाक हैं, तो ((:0) के बाम पक्ष को (-फलन के रूप में पका 
किया जा सकता है । 
], ४, ), (-|-॥ | 
॥ (४ 
4५, | ह (0, !) 


[ /0 (४५ [) 





हा 2 अं आय 6 3 26000 ६ ४/| /५ (५, )), /५(/, . /) 0 
एडल्यी [, 707. 375, 386] 
“व नि 4 (+0 क्‍ 
कर ] माय 7000 040 0 कही; ((7] 





], [८4 नह है 
क, 2(9-०+)7"(९--०- ):2/076 708 ७४/४ |? (॥। , ।।) ), (/ -॥४ (४), ([*#) 


0/, एड चडा#पर ४००४ १३0६ +॥-#; 20 ।; 2). (:9०) 
(2) +52(8०५7)/4 ८2-2/2 हु, , आह अं 52), (।-0) 


2. मुख्य परिणाम 


0) #0)-4| [(0+ शक] लब्म्ण कडआ लत ७ हो 2] 0 


(0, |) 





तथा 


॥ 
(2) (0४) न्स्स्ी ॥ [(/2 न-4)# ्श्‌ ना ४)] ८ध 8 कह! | हि । दर" ( (822 ) ( [ ! * / | 


(0, ।) (' (४ 
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में से प्रत्येक समाकल समीकरण दूसरे का हल है बशरतें कि 

(3) # तथा # अनुण पूर्णाडू हैं, 

(4) /0)5४*(0)- ... +/0४-० (0)-0, 7० (४0) संतत है, 

(5) ४(0)-४ (0)- ... "5४०४४ (0)50, 8४0४ (७) संतत है, 

(6) /॥ ४7 ----/--८, 

(7) 2 द्वारा 7-४ के प्रति अवकलन का बोध होता है 

(8) 487(07(-9)<, 2:2/:0, 77९(] 8 -+-/0):20 तथा #४(-+ / --/८०)->0. 

उपपत्ति : 

माना कि /():57(४) तथा 80)-50०( 2). 

(:2) के प्रयोग से (:5) से निम्न फल प्राप्त होता है : 


(-५०, ), (--#, 20 


(0, 4) | त्ञ(29+4) 777 [[+2(9/+%)77770): 


८५४ | प,! हि । टए 
फिर (-3) तथा (-4) के प्रयोग से समाकल समीकरण (]) से (9) प्राप्त होता है । 
(9) 6(/)554( #-+०)/"/77* #( #)[+2% ? +4)77० 7०. 
इसी प्रकार समाकल समीकरण (2) से (0) प्राप्त होता है । 
(0) ##)-78(#--०)"४४४४/ 6( »|+2( #+०)77 7(-०). 
चूँकि (9) तथा (0) को एक दूसरे से निगमित किया जा सकता है 
जब 4>7(00)7(--)) +|] तथा #हकन॑-॥---25 
इसका यह अर्थ हुआ कि जब दिये हुये प्रतिबन्ध संतुष्ट हो जायेँ तो समीकरण (]) तथा (2) एक दूसरे 
के हल हैं । 
क्‍ 3, विशिष्ठ दशायें 


माना कि 5-7७ जहाँ ” तथा » धन पूर्णाद्लु हैं। फिर ('6) के प्रयोग करने से (2/) से 
निम्नांकित फल प्रप्त होता है जिसमें माइजर का ० -फलन निहित है: 


5, & 


* ८७(5, 7) 
8(/) -+# ४ [70+4)7 /(/--४)] श८० ४४ 6५ की ट्र्पा रे ०४ 


/५(७, 9) 9 8 (7' 9 /) 
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तथा 


््् 


$ ०! रषै | (0 (७, |) 
/(४)5-% | [(22+ 4)7 8(/--४)] ४76४ पी $, ह+7 | ्ं हे «है, (५ 5 ॥0|* 
(3-0) 


है 

9 
में से प्रत्येक समाकल समीकरण एक दूसरे का हल है बशर्ते कि #<2&, /९८(.| ॥| #/5)::-0, 
#०( न# “7०७००, 40700) 7(--)5(2४) ४४7४ /7-४-९ तथा (2-) के (3) से ले कर (7) घक 
के प्रतिबन्ध तुष्ट होते हैं । 


जब #/--७>-, तो (3-]) निम्नांकित रूप में ( -7 के प्रयोग करने पर ) परिणत हो जाता है। 


8(/)55.4 ॥ [((2+बो!? (/-कोी] शबम कह 72(83 [+-॥; 20) त॥ 
तथा 
/0४)5-# | [((97+बो! 8(/-॥)] ९ का हए (क(- ३ - ॥६ 20) (0४ (3) 


में से प्रत्येक समाकल समीकरण दूसरे का हल है बशतें कि /१९८(-| ॥):>0, #९(] -। ॥/)>0, 48/५। | ॥) 
४ (--/)5-] तथा (2-]) में (3) से (7) तक के प्रतिबन्ध तुष्ट होते हों । 


0750, #57, 27524, 4--(24)/, 7-०/४--/८, ॥552/८--] रखने पर तथा (:9) के प्रयोग से 
(3-2) जोशी” द्वारा विवेचित समाकल समीकरण में समानीत हो जाता है । यहाँ पर संकेत करना उप- 
युक्त होगा कि सूत्र [4, 9. 200(3-2)] में 4 का मास (24)7/%5/(2/.)/५] -2)/८ हीना नाहिए | 


जब /#+-, 8552, ॥5२/५०--।/2, ॥४5-0, 55 , तो ((-3) तथा (]-0) के प्रयोग से (3-) 
निम्नांकित में परिणत हो जाता है : 


! 
8(7) 5-4 ॥ (४-०४) ९४४०2) ३/(०-००)॥३ /), , ((/22॥/) ६४ 
तथा 


; 
(४)55४ |, [((22-+ 4) 8(/--7)] ९४४६-20 ॥/०+0॥8 | ,(,/(220/0) 6( (>'))) 


में से प्रत्येक समीकरण दूसरे का हल है, बशर्ते कि 48--/#, | /१०८()) |<<, 8(0)5-50, 2 (४ ॥) के 
प्रति अवकलन को बताता है और (४), ४'(४) संतत फलन हैं । 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक रीजनल इंजीनियरिंग कालेज, कालीकट के प्रिंसिपल का अत्यन्त आमारी हैं, जिन्होंने 
इस कार्य को सम्पन्त करने के लिये सुविधायें प्रदान कीं । 
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निर्देश 
एडल्यी, ए०, प8७]08 ० शाध्ष्राबं [7थ४/0775, भाग [, सेक-ग्राहिल, 954. 
फाक्स, सी०, द्रांजे० अमे० मेथ० सोंसा०, 96, 98, 395-429. 


गुप्ता, के० सी०, 377475 96 8 50००७ $ठंग्रांरवुपए० 46 #पहथा65, 965, 7. 70, ॥, 
97-06. 


जोशी, बी० के०, विज्ञान परिषद्‌ अनु० पत्रिका, 973, 6, 99-20. 


४]॥73॥3 ?875॥ 930 /४]॥0७53॥4|3॥ ?३८। [८४ 
४०।. |8, ० 3, |७।५, ॥975. 7०४०६ 275-279 


माइजर के (-फलन तथा कंम्पे द फेरी फलन वाला सम्बन्ध 


के० एस० सेवरिया 
राजकीय महाविद्यालय, जेसलमेर (राजस्थान) 


( प्राप्त--अप्रेल ], 975 ) 
सारांश 


प्रस्तुत शाघ पत्र का उद्देश्य दो ज्ञात समाकलों के मानों की तुलना द्वारा माइजर के 0-फलन 
तथा कंग्गे द फेरी फलन के मध्य सम्पन्ध स्थापित करना है । 


0708॥'92८| 


# छॉंजांजा गरतेएंत।ए 'जिलुंल?$ ( -फिालांगा थाव हज 96 एढ्यंश णिलाणा, 29 #&. 5. 
5८४४७, (70५४ए॥॥0॥ ९९ ॥68९, -0४5$4767 (रे०] 39097). 


पृफह ठशांंब्टा. णी फंड 00 8 40 ९४ 4्णाशा 8 एढॉबंणा 06ए९०शा 'शिश्[श'$ एं-पिएाी०07 
बात (जाए तल #दापए फालाजणा 99 ८णाएगगााए (8 एथ्वए०४ ० श० (0णज 68745. 


[. विषय प्रवेश: फलन /() के लेप्लास परिवर्त को समाकल समीकरण 


/(7) 5४ ॥ ८-०४ #2) ८7 
द्वारा परिभाषित किया जाता है श्रोर सांकेतिक रूप में 
4( |) 7). 
लिखा जाता है । 
निमभ्तांकित सूश्र का प्रयोग किया जावेगा जिसे गोल्डस्टीन/! ने लैप्नास परिवतते के लिये दिया 
है और जी पासवाल-मोल्डस्टीन प्रमेय के नाम से प्रसिद्ध है । 
पदि /(॥):/ ४) 


तथा ((/)० 807), 
कि 
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000) 80) 777 बरन- [ ((() 0) 7 4. 
0 
2,  निम्नांकित सम्बन्ध की स्थापना की जावेगी : 
28 का 
66 (2 ५ 
गरट+2 7(-20)7 7 +-० +3/)/(३ [५ * ०)/ (४ | /६ हे) 
। ् 2770-4 ॥(-- 2/0)/ (3--/४-- )) (]- १ * 2/« | /) 
है +2+30, है ४-० ; है है [७ ४7४ह | ॥४ 
7700) | | 
]--%9-+2/2+/2 : --2/, [+2॥४; 3, ४ «| 


4+$/-$9 कै-ई॥-० ३७ है | है# हैक हे. हाई. औए 9 ि | हे] 


0, ॥,) न #५ है “७ 7 ई/ 7. है० ३9 4-५ 


गए (2/0)7 (+/- /)4 (३ 4 ॥४- 0)/($7-॥५ है) 
है अहइ / | 2/2)/ (3 | 70 * 0)/ (६ १)१॥ ॥/) 


इन#> का कै क#4# 7 ले ७ ते ।# 
५८ [(6) | । हि 
--7+ 2 ;: .2/, | | 2/5 ०, « 
3, उपपत्ति : 
[2, 9. 23(8)] की 
7) -७57767” ()- /)/ 7४०] ॥/2 (2 |2)7" ॥०२/४ 


मर 0 3 0 0 के $ कै 
शि 0 0 है। 


ल2([-/-०)(७:)77/१7४ ७४४५/१३)॥/ ॥7/, ॥ (१४१) #7,, ॥(//?) 
+$(9), 0(--+८--१) ००, -(४)>0, | माह / |. ग, 
तथा [2, 0. 2!5([) को लेने पर 


९ 27 | गज ४3० 2 के | 





५7॥ » |. 7, 


8) स्ता?ए? ८०(/+7/2०0)/ 4) , (०४) 
| 007 777४ (8६ +# +9)(/? ४ ५-- 87” «[०«] |; 


(४, 


(4 ०+ /) 
२४2), 2(०+/०+३3)70, #(7-+-8)>0, (७ | «७-५ /):50. 
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(०) 


पासवाल-गोल्डस्टीन प्रमेय (]) में संक्रियात्मक युग्म (3) तथा (4) का व्यव्टार करने पर तथा 


दाहिनी ओर ज्ञात फल [5, 9. 226(2:2)] की सहायता से समाकल का मान ज्ञात करते पर 


५0 
|, (7-१ (8- /) /7/-7/2(,, | /)0-॥४-7/2 (#|०५; 2)” »०१|9 


८ भय 7 | (७ - न ४६ 7---); 64 8 649)| 


घ८ ५४ | शाम आम ० मय मन । 
80 आय आम 2 (०) 


- (8) ह 2“ 7 7 7-207($+९4/+:209. 
जम जप कट कट ग 5 (कल 0728) 
रॉ ५ न हे अननाा ४ 
है कण ४ + ?४-/2-2/५ ई+ ४-४2 : ई--/+/७ ह/0ै+ १ ह 2 छः | 
]--9 4 ?-+-/ : 2/«-7 6, 27?--7 हि ( 
7(०)>०0, | शाह » | <ब, 785 ६ | आई 8 |, | शा (७६-४७) | ॥< ०, (-2/०):-0, 
(० + 2+2/+- 3) 2720, /१(]--//--9) 0. 
द्विगुण सार्वक्षित हाइपरज्यामितीय श्रेणी [, 9. 50] 


532 2.७ (८५५३ (0),4५ (4), (०0) 200० 
47५0) - ८ जज ठ! 3. ') /# ४ 7 5 
ह | ०8 हे | /७0 (५0. (2)+ (/) (8): 7 / ४ 


उच्च कोटि के दो चरों वाले कैम्पे द फेरी के हाइपरज्यामितीय फलन की विशिष्ट दशा है और इसे कम्पे 
द फेरी के नामकरण के अनुसार सांकेतिक रूप से निम्नलिखित प्रकार व्यक्त किया जा सकता हैः 


>सउम्स्‍णक 


2[([4, 2 
[ रथ, ० 
/ ७. 
] 6. 
॥0॥ 0) हे 


५ (१ (-|-०) /7/३ (/+7#0/7/ /+०न0)7///77 


0 
०५३7 &न--/- है, न हैनीईै) ।2॥5 त्म्न्य्ड। द 
| /(/-- ०-3) कं (6) 


4; 


>क। ३-जेत॥७ कै एबरत।8 एगिए रे हम ह) 
_ व0-3>शो(-थगा(ए+2+300. 
नन ढ्ष४98 ॥]-४७  ०)/(]-4+2#+ /) 

॥ | 74 3॥9 इन // 3 हैरलैन॑ ७ डर ४ 6. _ | 


6, 
>८ #ण न ठा 
[-- (ला 2/» न20: -- 2॥०, ]+ 2(८ २ 
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हर ४ (-/2-- 97 (2/:)7(३ । ७ - /०) | 
5/ ठु7/8+ नही / (३ ॥--ै). (। - १ | /» 


3/77/, उन 2-|॥  ई+टैत॥ है “है | | । गा 
न्‍दण ४, «), 
““7)+/2 : -- 2|«, । |-४॥५ / 5 
॥485 ६ | 8 ० |, | शाए 8 |, | कथाएं (७4०) | | 7, /(- -2/) >0, /१(| 3)  /.) -0, 


70५३ 4 /+ 3/0)>0. किन्तु मल्‍लू [6, 9. 88(4)]* ने दिखाया है कि 


00 
॥ गए ए+णोएहा8 त+ 87४ (6 । #) # "०४ 
0 


८ 52 #जीह पी है ।// है| है) 4 2॥ (/] ८७ | गा 


7 | [(/.|। ) . 


2 कल 878] /)4/ (। | 2/॥:) 
गा ब074/ ( 56 | /२) ४ ( ] हो) 





8, 8 या 77$9 ६:८६ श्रै/, ।:[(ऐ 
ह ( 
, 9 9 (७ * 472 पी 7); 4 7 ह/ | मै १ 
॥0]-३-१):००, &$+/2+3॥0->0, #(--2/0:>0, एक | ाए «|, [आफ ॥|, [79 (० | ॥)| ।  #. 
(6) तथा (7) की तुलना करने पर तथा (७/8) को > द्वारा प्रतिस्थापित करने पर हमें (2) की 
प्राप्ति होती है । 
विशिष्ट दशा : 


(2) में ॥-२+॥८ रक्षने पर तथा []. 9. 5] 


१ 
हि 7, 
0 3, » | ८०५; , 2; ०, 0; », )') 
] | 0, 6/ 


तथा [3, 9. 209(7)] का उपयोग करने पर हमें (8) की प्राप्ति होती है । 





*निर्देश [6] में उद्धत परिणाम में कुछ त्रूटि प्रतीत होती है । 


[५ 


कील 


जला 


माइजर के (-फलन तथा कैम्पे द फेरी फलन वाला सम्बन्ध 279 


9 
( 
7 


(० है ६ उक ई>ै- ग्रे नेक है 
हि श 
|, , 9 । ॥५ ३-४ 


अडो 6 /( 2070३ 4-॥ ० हे)/ (३ + 3//+/) 
क 2/।/६ ॥।2 | ५] । । 2/0.)/ (३ ० [०० /) 


०, 4 [मै /#। ने॥ के |॥« है है | ॥-+ है) [न 2/., --2/५; ४, --४] 


। एड 7(2॥)/(३+ (४-९) 
| 20 ।॥४ 4 |< ॥। ५ ; | “(«) 


४ पक बि। ॥ज 8 और हल ॥+ २३ [772/89 [+2 ७ “शो. | 


पुनण्च, (8) में ॥:०३--॥ रखने पर तथा ३--/४--७ को >» द्वारा प्रतिस्थापित करने पर 


। वे 0 डैए औ70 क(20)7(27 
6, [क ' पा ध्द टिक 2४720, 2/5 |-+-2/553 “००. 
| ५ १ ! 9 है, 4७ सशक्त | हम 


निदंश 


पल, पी० तथा कैमे, द, फेरी, 07600 ्एशह_8०णानांतुप०8 6 नजथइएग्रा0ुप८5 
?0५॥0॥0%8 2' ॥0077, गाधर विलसं, पेरिस 926. 
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सारांश 


वुन्देलखण्ड क्षेत्र की मुदाओं में मंगनीज सल्फेट मिला कर देखा गया कि मार (काली) मिट्टी को 
छोड़ कर शेष सभी मिट्टियों में जलविलेय मेंगनीज की मात्राओं में बुद्धि होती है। विनिमयशील मैंगनीज 
केवल पड़ आ (लाल ) मिट्टी में बढ़ता है किन्तु अन्य मिट्टियों में घटता है। विनिमयशील फेरस लौह सभी 
मिट्टियों में बढ़ता है। प्रयुक्त मंगनीज की मात्रा में बृद्धि विनिमयशील मैंगनीज की मात्रा में बृद्धि करने 
में तो सहायक होती है किन्तु पड़आ (लाल) मिट्टी को छोड़ कर शेष मिट्टियों में फेरस लौह को अधिक 
मुक्त कराने में प्रभावशुन्‍्य रहती है । इनक्यूबेशन अवधि बढ़ाने पर दोनों सूक्ष्ममात्रिक तत्वों की उप- 
लब्धता घट जाती है| द्विसंयोजी लौह-मंगनीज श्रनुपात (76++/४४४+) दोनों काली मिट्टियों में लाल 
भिट्टियों की श्रपेक्षा बढ़ता है। मेंगनीज झ्रायनों की अधिकता फेरस लौह (#४४7) को विनिमयशील 
रूप में आने में बाधक होती है । मृदा में मिलाये गये मैंगनीज सल्फेट के कारण विनिमयशील मंगनीज 
()(॥77) तथा लोह (76/+) दोनों ही पडआ (लाल ) मिट्टी में सबसे अधिक मृक्‍त होते हैं तथा मार 
(काली ) मिट्टी में सबसे कम। इस प्रकार इन दोनों सूक्ष्ममात्रिक तत्वों का काली मिट्टी में सबसे 
अधिक अभिग्रहण तथा लाल मिट्टियों में ग्रघिक विमक्तीकरण होता है । 
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मृदा में मिश्रित किये गये मैंगनीज सल्फेट का मृदा के संगतीज तथा लोॉह की उपलब्धता पर 
पड़न वाले प्रभावों का बहुत से वैज्ञानिकों ने अव्ययव किया है । इप्सटीन तथा स्टाउट"? ने बताया कि 
जड़ों से तने की ओर लौह के स्वानान्तरण में मंगनौज बाधक होता है। जड़ों के द्वारा लौह का 
अधिशोषण मृत्तिका में लौह के सान्द्रद्म के साथ बढ़ता है । नेसन तथा एमसीइलोरी'” ने देखा कि मृदा 
में मंगनीज की अधिकता लौह का अभाव उत्पन्न करती है। सोमर तथा शिवे» ने प्रकट किया कि 
मृदा में इन दो में से किसी भी तत्व वी अ्रधिकता दूसरे तत्व की उपलब्धता को प्रमावित करती है । 


प्रस्तुत अध्ययन हेतु उत्तरप्रदेश के बुन्देलखण्ड क्षेत्र (जिसके अन्‍न्तर्गरे हमीरपुर, बाँदा, भाँसी, 
जालोन भौर ललितपुर जिले आते हैं) की मिट्टियाँ प्रयुक्त की गई हैं । इस क्षेत्र की मिट्टियाँ लाल-काली 
मिश्चित हैं तथा इनका स्थानीय नाम पड़आ, रांकड़ (लाल सिद्दियाँ) तथा मार, काबर (काली मि ट्ट्याँ ) 
है । इन मिट्टियों में मिश्चित किये गये मैंगनीज सल्फेट का मैंगनीज के अभिग्रहण, विभुवतीकरण तथा मृदा 
में उपस्थित मंगनीज और फेरस लौह पर पड़ने वाले प्रभावों का अभी तक क्रिसी भी वैज्ञानिक ने अध्ययन 
नहीं किया है, अतः प्रस्तुत अध्ययत इसी दृष्टिकोण से किया गया है । 


प्रयोगात्मक 


प्रस्तुत अध्ययन हैतु बुंदेलखण्ड के विभिन्न क्षेत्रों के चार मिट्टी के चमुने (काली तथा लाल मिट्ठी 
समूह) खेतों से इकट्ठे करके, हवा में सुखाकर, पीसकर तथा 72 मि०मी० की छल्नी से छानकर 
काँच की बोतलों में संग्रहीत कर लिये गये । प्रत्येक मिट्टी के 50 ग्राम नमुने बीकर में लिग्रे गये । चार 
बीकर की मिट्टियों में, जिनमें पड़ आ, रांकड़, मार तथा काबर मिट्टियाँ पृथक-पृथ्क रखी थीं, 25 अंश 
प्रति दत्त लक्षांश ॥(४ ख्रवित जल में घुले मैंगनीज सल्फेट के रूप में डाला गया । इसी प्रकार अन्य चार 
मिट्टियों के नमूनों में इतना ही मेंगनीज डाला गया । समय समय पर स्रवित जल से इन्हें नम किया गया । 
[5 30 तथा 60 दिन के अन्तर से इन नमुनों से 5 ग्र.म मिट्टी निकाल कर इसमें जैक्सन“ (958) 
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की रंगमापी विधि द्वारा मृदा में उपस्थित मैंगतीज के विभिन्न प्रकारों का तथा फेरस लौह का आर्थों- 
फिनान्ध्रोलीन द्वारा परिमापत किया गया । 


परिणाम 


इन्क्युवेशन अध्ययन के लिये प्रयुक्त मृदाओं के गुण सारणी | में तथा मेंगनीज सल्फेट का 
मिट्टी के विभिन्न मैंगनीज प्रकारों और फेरस लौह की उपलब्धता पर पड़ने वाले प्रभावों को सारणी 2 में 
दिया गया है। सारणी 2 के अध्ययन से प्रकट है कि मुदा में मेंगनीज सल्फेट मिलाने पर जल विलेय 
मैंगतीज की मात्राओं में पहले वद्ध होती है, किन्तु झार (काली) मिट्टी में 75 दिन बाद तथा अन्य 
मिद्टियों में 30 दिन बाद यह उपलब्धता पुनः शून्य हो जाती है। विनिमयशील मंगनीज केवल पड़आ 
(लाल) मिट्टी में बढ़ता है जबकि अन्य भमि द्वियों में घव्ता है। प्रयुक्त मेंगनीज सल्फेट की मात्रा में 
वृद्धि करने पर कुछ वितिमयशील मंगनीज सार तथा काबर (काली) मिट्टियों में भी बढ़ता है जो 
समयास्तर पर पुत्र: घट जाता है। अपचेय मैंगतीज मी प्रारंभ में बढ़ता है; किन्तु 30 दिन बाद घटने 
लगता है; यहाँ तक कि राँकड़ तथा मार मिद्ठियों में शून्य तक पहुँच जाता है। सक्रिय मंगनीज की 
मात्राप्रों में भी वद्धि होती है लेकित मार सिद्टी में प्रयुतत मंगतीज सल्फेट की मात्रा में द्विगुरा बृद्धि 
करने पर ही सक्रिय मैंगनीज बढ़ता है । 30 दिन बाद सभी भिट्टियों में सक्रिय मंगनीज की मात्रायें, 
पड़आ मिदट्ठी को छोड़कर, बूल मात्रा से भी वीचे पहुँच जाती हैं । मृदा में मंगनीज सल्फेट मिलाने पर 
विनिमयशील (7०++) लौंह सभी सिट्टियों में ग्रधिक उपलब्ध होते लगता है; किन्तु 30 दिन बाद लाल 
मिद्ठियों में तथा (5 दित्त बाद काली पिट्टियों में उपलब्धता घटने लगती हैं जो मूल मात्राओं के स्तर से 
कम नहीं होती । प्रयुक्त मैंगनीज सल्फेट की मात्राओं में बुद्धि, पड़ वा मिट्टी को छोड़कर शेष सभी 
मिटिटयों में, विनिमयशील लौंह की उपलब्धता में बृद्धि लाने में प्रभावकारी नहीं होती । 

विवेखना 

मैंगनीज सल्फेट जल बिलेय यौंमिक है; जब इसे मिट्टी में मिलाबा जाता है तो मेंगतीज आयन 
मृदा जटिल में विनिमयशील अवस्था में आ जाते हैं और मिट्टी में जल विलेबर, वितमयशील तथा अ्पचेय 
मैंगतीज की मात्राओ्रों में वृद्धि होती है | मृदा में डाले गये मंगनीज सल्फेट से प्राप्त द्विसंगोंजी मेंगतीज 
आयन (७ँए४+) मृदा के जटिल कोलाइड में से फेरस (ए८४++) झायनों को विस्थापित करते हैं, अतः 
मेंगतीज सतफेट सित्राने पर फेरस लौह की उपलब्धता में वृद्धि स्वाभाविक है; किन्तु अधिक मंगनीज 
आयन (७४४४+) फेरस ([78+7) आयनों की उपलब्धता को घटाते हैं। संभवत: यह मेंगनीज झ्ायनों की 
आक्पीकारक प्रकृति के कारण होता है | यही कारण है कि मंगनीज सल्फेट की मात्रा में बृद्धि करने 
पर फेरम लौह की मात्रा घट जाती है । नेसन तथा एमसीइलोरी/” ने भी देखा कि मेंगनीज की 
अधिकता से मुदा में लौह के श्रमाव को स्थिति उपस्थित हो जाती है। मृदा में मेंगनीज सल्फेट मिलाने 
पर मेनतीज प्रायनों (.(॥++) का अभिग्रहण तथा फेरस ब्रायनों का विमक्तीकरण अधिक होता है अतः 
सभी मिटिट्यों में ठिसंयोजी लौह: मेंगतीज (86++/]४४४४) अनुपात में भी बृद्धि होती है । काली मिट्टियों 
में यह बृद्धि अधिक देखी जाती है। अधिक द्विसंयोजी मंगनीज के कारण फेरस लौह की माजत्रा्यें घटने 
लगती हैं अतः (४०४++/)श7४०) अनुपात भी घट जाता है। मृदा में मेंगनीज सल्फेट मिलाने पर 
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फे्‌रस लोह की उपलब्धता पड़ वा मिट्टी में मुल उपलब्धता की अपेक्षा 7:22 गरुनी तक बढ़ जाती है 
तथा विनिमयशील मेंगनीज 3:]2 गुना तक बढ़ जाता है। अन्य मिटिट्यों में फे हृ तो बढ़ता है 
हिन्‍्तु मंगनीज घटता है। 


यदि प्रयुक्त किये गये मेंगनीज सल्फ़ेट को वितरण तथा अ्भिग्नहणा की दृष्टि से देखा जाय तो 
सारणी 3 से स्पष्ट है कि प्रयुक्त मेंगनीज सल्फेट का अधिकांश भाग पड़ वा सिट॒टी में उपलब्ध 
मंगनीज (जलविलेय--विनिमयशील मेंगनीज) में बदल जाता है; यहाँ तक कि यह म॒दा के कुछ निष्क्रिय 
मंगनीज को भी सक्रिय तथा उपलब्ध या प्राप्य रूप में ला देता है। इप्तीलिये मिट॒टी में मंगवीज सल्फेट 
मिलाने पर उपलब्ध तथा अपचेय मगनीज की मात्राओं में वद्धि देखी जाती है | इसी प्रकार का प्रेक्नणा 
रॉकड़ मिट्टी में भी देखा जाता है। लेकिन यहाँ 30 दिन बाद मंगनीज का अभिम्नहण होने 


लगता है। 


काली मिट्िटयों में प्रयुक्त किये गये मेंगतीज सल्फेट का आचरण इससे *िन्न ही देखा जाता है । 
मार (काली चूता युक्त) मिट॒टी में मंगनीज सल्फेट पूर्ण रूप से अभिग्नद्दीत कर लिया जाता है। यह स्थिर 
मंगनीज अप्राप्य या अनुपलब्ध हो जाता है; यहाँ तक कि मृदा में मूल रूप में उपस्थित उउलब्ध मंगनीज 
भी अंशत: अनुपलब्ध हो जाता है; केवल प्रयुक्त मंगनीज सल्फेट की उच्च मात्रायें ( 50 श्रंश प्रति दस 
लक्षांश ) ही उपलब्ध तथा अपचेय मंगनीज की मात्रायें बढ़ाने में सफल होती हैं और समयान्‍्तर में 
वह भी घट जःती हैं । काबर (काली, मृत्तिका युक्त मिट्टी) में प्रयुवत किये गये मंगनीज सल्फेंट का लगभग 
60 प्रतिशत उपलब्ध होता है तथा शेष स्थिर या ग्रभिग्रहीत हो जाता है । इनक्युवेशद अबधि बढ़ाने के 
साथ-साथ अभिग्रहीत ७४ की मात्रा मी बढ़ती जाती है, यहाँ तक कि 30 दिन बाद प्रयुक्त किये गये मंगनीज 
सल्फेट का शत प्रतिशत तथा मूल मृदा में उपस्थित उपलब्ध मंगनीज (जल विलेय विद्मयशील) का 
6. प्रतिशत स्थिर हो जाता है। मंगनीज सत्फेट की उच्च मात्रायें (50 अंश प्रति दस लक्षांश) प्रयुक्त 
करने पर अभिग्रहीत 0४४ कम हो जाता है और 36 प्रतिशत तक मेंगनीज उपलब्ध होने लगता है और 
शेष अपचेय मेंगनीज के रूप में बदल जाता है यद्यपि 30 दिन बाद यह भी शत-प्रतिशत स्थिर हो 
जाता है । 


) 
हर 


मृदाओं में प्रयुक्त किये गये मंगनीज सल्फ्रेठ का उपलब्ध हो जाना या अभिग्रहीत हो जाना मृदा 
के भौतिक तथा रासायनिक गुणों पर आधारित है। लाल मिट्टी भुरभुरी, खुली रचना वाली तथा 
5 से कम पी-एच वाली है; अतः: इन मिटिट्यों में मंगनीज तथा लोह दोनों का स्थिरीकरण 
कम होता है । रांकड़ (लाल) मिद॒टी में कैेल्सियम का्बोनिट (कंकड़) अधिक होता है । यह कैल्सियम 
काबॉनेट मंगनीज को या तो मैंगनीज हाइड्रावसाइड (0), के रूप में अवक्षिप्त कर देता है या 
कल्सियम का्बोनिट के कैल्सियम (0७४४) आयन मेंगतीज ((क्‍++) आयनों को विनमयशील अवस्था में 
आने से रोकते हैं अत: रांकड़ मिट॒टी में कालान्तर में मंगनीज सल्फेट स्थिर होने लगता है। काली 
मिट्टियाँ अधिक मृत्तिका युक्त तथा 8 या इससे भ्रधिक पी-एच वालीहोती हैं। कार्बनिक पदार्थ भी 
अन्य मिट्टियों को अपेक्षा अधिक है। साथ ही इनमें कैल्सियम कार्बोनिट (कंकड़) भी पाया जाता है। 
प्रयुक्त मेंगनीज सल्फेट का ]/(7४+ कार्बनिक पदार्थ, मृत्तिका तथा कैल्सियम कार्बोनिट के साथ अविलेय 
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जटिल बना देता है जिससे मंगनीज ग्रनुपलब्ध हो जाता है। कैल्सियम आयनों की अधिकता भी मैंग- 
नीज को विभनिमयशील तथा उपलब्ध अवस्था में आने से रोकती है । यह प्रेक्षण मिश्रा तथा मिश्रा 
के प्रक्षण से भिन्न है. जिन्होंने पाया कि बलिया, मिर्जापुर तथा इलाहाबाद जिलों की काली, लाल तथा 
ऊसर मिटिट्यों में मंगतीज सल्फेट मिलाने से विनिमयशील मंगनीज की मात्राओं में बृद्धि होती है । 


निष्कषंत: यह कहा जा सकता है कि लाल मिद्टयों (मुख्यतः पड़ वा) में डाले गये मैगनीज 
सल्फेट के कारण मैंगनीज की उपलब्धता में ब॒द्धि होती है, यहाँ तक कि मृदा में मूलतः: उपस्थित 
अनुपलब्ध तथा निष्क्रिय मंगतीज भी उपलब्ध तथा सक्रिय रूप में बदल जाता है। काली मिट्िट्यों में 
डाला गया मेंगनीज सल्फेट अधिकांशत: स्थिर तथा निष्क्रिय हो जाता है, यहाँ तक कि मृदा में मूलतः 
उपस्थित विनिमयशील तथा अपचेय मेंगनीज भी घट जाता है। इसके विपरीत मिट्टयों में मैंगनीज 
सल्फेट मिलाने से फेरस लौह (76/४) की उपलब्धता बढ़ जाती है; यद्यपि दोनों ही पोषक तत्व 


कालान्तर में स्थिर तथा कम उपलब्ध होने लगते हैं । 
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'-कलोरो परा नाइट्रो ऐसेट-ऐनिलाइड के पुनविन्यास पर आयनिक 
तीत्रता का प्रभाव- 


एस० एम० मस्हाला 
रसायन विभाग, जीवाजी विश्वविद्यालय, ग्वालियर 
एम० डी० पटवर्धव , एस० डी० शर्मा तथा बी० के० गुप्ता 
रसायन विभाग, शासकीय स्नातकोत्तर महाविद्यालय, शिवपुरी 


[ प्राप्त-- सितम्बर 6, 4975 ] 


सारांश 


४-क्लोरो पैरा नाइट्रो ऐसेट-ऐनिलाइड के पुनविन्यास के दर स्थिरांक हाइड्रोवलोरिक एवं 
सल्फ्यूरिक अम्ल की सान्‍्द्रता के बढ़ाने से बढ़ते हैं। आयनिक तीब्रता का प्रभाव इस अभिक्रिया में अम्ल 
उत्प्रेरित एवं उदासीन दरों के योगदान एवं ऋणात्मक लवण प्रभाव की सूचना देता है। डेबाइ-हुकेल 
समीकरण का उपयोग अम्ल उत्प्रेरित एवं उदाद्घोन दरों का परिकलन करने हेतु किया गया है। जुकर- 
हेमेट परिकल्पना तथा आहेनियस प्राचल इस अभिक्रिया की द्विक-अणुकता को आधार देते हैं। बुनेट प्राचल 
भी इस अभिक्रिया की ट्विक-अणुकता एवं अभिक्रिया की जल सक्रियता पर निर्मेरता!ा बताता है। अम्ल 
उप्रेरक एवं उदासीन पुनविन्यास के लिये जलीय माध्यम में क्रियाविधि प्रस्तावित की गई है । 
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-क्लोरों ऐसेट-ऐनिलाइड का हाइड्रोक्लोरिक अम्ल की उपस्थिति में जलीय एवं निज्जे्रीय 
माध्यम में पुनविन्यास होता है और नाइट्रोजन से क्लोरीन का अभिगमन बेंजीत नाभिक में होकर आर्यों 
तथा परा कक्‍्लोरो ऐसेट-एसनिलाइड का मिश्चण प्राप्त होता है ।77 कुछ प्रतिस्थपित /४-क्कोरो ऐसेट-ऐनिलाइड 
के 99% ऐसीटिक अम्ल में पुनविन्यास से नाभिकी प्रतिस्थापित क्लोरों ऐसेट-ऐनिलाइड बनते हैं | 
४-क्लो रो-ऐनिलाइड तथा उसके अ्रार्थों क्लोरो एवं श्रार्थों मेथिल व्युत्पन्नों पर आयन तीब्रताश्रों के प्रभाव से 
अम्ल उत्प्रे रण की प्रभाविता का क्रम /४-क्लो रो आर्थो-मेथिल/ > ब्रार्थो क्लोरो।४ पाया गया यद्यपि 
उसके प्रेक्षत विशिष्ट अम्ल उत्प्ररित दरों में 5पेक्षणीय अन्तर है। -क्लोरों ऐसेट-एनिलाइड में पैरा 
स्थिति में नाइट्रो समूह का ऋणात्मक प्रेरक स्वभाव अम्ल उत्प्रेरण की प्रवृत्ति को प्रभावित कर सकता हैं। 
उपलब्ध साहित्य के आधार पर इस सम्बन्ध में कोई अध्ययन किया गया प्रतीत नहीं होता । इस प्रपत्र में 
/र-क्लोरो परा नाइट्रो ऐसेट-ऐनिलाइड के पुनविन्यास पर विस्तृत अव्ययन के परिणामों का विवेचन 
किया गया है । 


प्रयोग त्मक 


सामग्री एवं विधियाँ : /४-क्लोरो पैरा नाइट्रो ऐसेट-ऐनिलाइड को पैरा नाइट्रों ऐसेट-ऐनिलाइड 
एवं सोडियम हाइपोक्लोराइट से बनाया गयाएवं उसका पुनः क्रिस्टलन लाइट पेट्रोलियम (40"-- 60%) एवं 
क्लोरोफार्म से किया गया।। । 


गलनांक 92--93 प्रेक्षित सक्रिय % क्लोरीन 6-48, परिकलित %, क्लोरीन 6-55 


प्रक्रिया: पुनविन्यास की दरों को 30"--00-5% पर पूर्वमुचित विधि के अनुसार निकाला 
गया! । यौगिक की सान्‍न्द्रता 0:00052/ रखी गयी। हाइड्रोक्लोरिक अ्रम्ल-सोडियम क्लोराइड, 
सल्फ्यूरिक झम्ल-सोडियम सल्फेट, एवं हाइड्रोक्लोरिक अ्रम्ल-लिथियम क्लोराइड से आयनिक तीक्ताश्रों 
को स्थिर रखा गया ४। समस्त कार्य में रासायनिक द्रव्य बी० डी० एच० श्रेणी के उपयोग में 
लाये गये । 


परिणाम तथा विवेचना 


“-क्लोरो पेरा नाइट्रो ऐसेट-ऐवनिलाइड के पुनविन्यास के दर स्थिरांक 20--80% ऐसीटिक 
अम्ल-जल माध्यम में हाइड्रोक्लोरिक एवं सल्फ्यूरिक अम्लों की सान्द्रता में बद्धि के साथ बढ़ते हैं । 
सल्फ्यूरिक श्रम्ल में पुनविन्यास की दरे कम पाई गईं (सारणी ।)। भअम्लों की सान्द्रता में वृद्धि के 
साथ दरों के बढ़ने का कारण अम्ल उत्प्रेरणा है। इस अम्ल उत्प्रेरण की प्रवृत्ति को ज्ञात करने के लिये 
प्रायनिक-तीब्रताओं के प्रभाव का अध्ययन हाइड्रोक्लोरिक अम्ल-सोडियम क्लोराइड, सत्फ्यूरिक अम्ल- 


पुनविन्यास पर आयनिक दीज़ता का श्रभाव 29] 


सोडियम सल्फेट तथा हाइड्रोक्लोरिक अम्ल-लिथियम क्लोराइड मे विभिन्‍न आयनिक तीतव्ताओं पर किया 
गया | सारणी 2 में विभिन्न आयनिक तीक्रताजओं पर प्राप्त पुतविन्यास के दर स्थिरांक दिखाये गये हैं । 


सारणी £ 


३ 4 हाय 


४-क्लोरों पैरा नाइटो ऐसेट-ऐनिलाइड का हाइड्रोक्लोरिक तथा सल्फ्यू रिक' अम्ल में क्रमशः: 30? 
ग्रौर 407 पर पुर्तावन्‍्यास 


4 तप उन 244० तन पक न कल न कस न पक सर िकटल लपिल लक न न ग न 














प्रक्ष। . परिकलित ! परिकलित 2 प्रेक्षित 3 परिकलित 
0 | जी जप कक अह आप आंत त लि पक कर 2 पुर, 49890 ज लक: 
पट ब्रेक. अम्ल उदासीन. अम्ल  उदासीन शत] 0& अम्ल उदासीन 

उत्प्रेरित उत्रेरित पछ,50, सेकंड” उस्प्रेरित 
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___.__._ प्र ररि “ौ््पाभहभप#ाफम/पापि|ाभपभपभ।पग*/१पभ:े 
। -- हाइड्रोक्लो रिक अम्ल-सो डियम क्लोराइड 
2--हाइड्रोक्लो रिक अम्ल-लिथिध्म क्लोराइड 
3 -सल्फ्यूरिक अम्ल-सोडियम सल्फेट 
#ऋ--9-7 कि० कै०/मोल, /0५४८----30-9 ०. ४: 4552/9 /८06 सेकंड 7 


आयनिक तीब्रताओं के आँकडों से निम्नलिखित निष्कर्ष निकाले गये । 


(आ) प्रत्येक आयनिक तीब्रता पर अम्ल की साद्दवता में वृद्धि के साथ पुनरविन्यास की दरों का 
बढ़ना अम्ल उत्प्रेरित दरों का आयनिक तीब्नता के प्रमाव पर निर्मरता बताता है । 


(व) अम्ल उत्प्रेरित दरें घनात्मक लवण प्रभाव को ग्रहरा करने की योग्यता नहीं रखतीं क्योंकि 
ग्रायनकि तीव्रता के साथ वक़ों के ढालों में कमी होती है । 
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(इ) प्रत्येक आयनिक तीव्रता वाली रेखाओं का दर अक्ष पर पृथक-पृथक स्थान पर मिलना इस 
गअभिक्रिया में उदासीन दरों का योगदान एवं उन पर आय'निक तीक्रता का प्रभाव दर्शाता है । इस प्रकार 
पुनविन्यास की अभिक्रिया में अम्ल उत्प्रेरित एवं उदासीन दरों का योगदान होता है। सम्पूर्णा अभिक्रिया 
को डेबाइ-हुकेल समीकरण के आ्राधार पर निम्नलिखित समीकरण द्वारा प्रदोशित कर सकते हैं।? । 

हू जजाटूल, . ००५ . 0स+-+रप, . ९४ 

उक्त समीकरण में [९6 . हपत, . (९, . 8 एवं & क्रमशः परिकलित दर, शून्य आयनिक तीब्रता पर 
विशिष्ट अ्रम्ल उत्प्रेरित दर, शून्य ऋश्यनिक तीब्रता पर विशिष्ट उदासीन दर, दाल तथा आयनिक तीक्ता 
हैं। उक्त समीकरण के द्वारा प्रत्येक अम्ल की सान्द्रता पर उदासीन एवं अम्ल उत्प्रेरित दरों का परिकलन 
किया गया (सारणी ) | हाइड्रोक्लोरिक अ्रम्ल-लिथियम क्तोराइड तथा हाब्ड्रोक्लोरिक अम्ल-सोडियम 
क्लोराइड में परिकलित दरों का योग केवल 0:]--/४ परास में ही प्रयोग में प्रेक्षित दरों के अनुकल 
है । सल्फ्यूरिक अम्ल में परिकलित दरें किसी भी अम्ल की सानद्रता पर प्रयोग में प्रेक्षित दरों के 
अनुकूल नहीं हैं (सारणी ) ओर प्रेक्षित दरों से कम हैं। इसका कारण सम्भवतः उदासीन दरों एवं 
उत्प्रेरित दरों पर ऋणात्मक लवण प्रभाव व. होना है । जुकर-हेमेट/श परिकल्पता के आधार पर यह 
अभिक्रिया द्वि-अणुक प्रतीत होती है क्योंकि लॉग अम्लीयता (हाइड्रोक्लो रिक अम्ल) तथा लॉग दरों में 
खींचे गये श्रालेख का ढलान एक हैं । सल्फ्यूरिक अम्ल के साथ यह ढलान लगभग एक (0-87) है, ढलान 
में कमी का कारण सम्भवतः ऋणात्मक लवण-प्रभाव है । 


सारणी 


“क्लोरो पैरा नाइट्रो ऐसेट-ऐनिलाइड का स्थिर आयनिक सामर्थ्यों पर पुनविन्यास 
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कुछ घनायनों की उपस्थिति में पुनविन्यास की दरें उनकी आयनी वचिज्याओं में वृद्धि के क्रमानुसार 
बढ़ती हैं जो इस अभिक्रिया पर विशिष्ट लवण प्रभाव दर्शाती हैं! (सारणी 3) | सम्मवतः इसका कारण 
धनायन और “र-क्लोरो परा नाइट्रो 'सेट-ऐनिलाइड के ऋणात्मक नाघ्ट्रोज्त के बीच स्थिरवेद्यत 
आकर्षण का होना है जो नाइट्रोजन की ऋणात्मकता को कम करता है और यह प्रभाव अआवेश घनत्व 
के कम होने के साथ अर्थात्‌ ग्रायनिक त्रिज्याओं के बढ़ने के साथ घटता है । 


सारणी 3 


रे 


ए-क्लोरो परा नाइट्रो ऐसेट-ऐनिलाइड के पुतविन्यास पर धनायनों वा प्रभाव 30? पर 





धनायन ॥0! ७४८१ छा 
[0भूट्‌ संकड: !-8 2-73 [5-8 


बुनेट के प्राचल/५ के अनुसार दर स्विरांकों के लॉग+/ 79 तथा लॉग जल सक्रियता के भालेख 
के ढाल द्विकअणुकता एवं अभिक्रिया की जल सक्रियता पर निर्भरता बताते हैं। उच्च ऋणात्मक 
एन्ट्रॉपी एवं आवृति गुणक (सारणी ) भी अभिक्रिया की द्विकअणुकता को आधार देते है! । 


सांरणी 4 


४-क्लोरो ऐस्ेेट-एनिलाइड तथा /४-क्जोरा पेरा नाइट्रों ऐसेट ऐनिलाइड के पुनविन्यास में विशिष्ट 
ग्रम्ल उत्प्रेरक तथा उदासीन दरों के तुलनात्मक आँकडे 





6, 4, 


४-क्लोरो ऐसेट-ऐनिलाइड,  [0मर्‌ सेकड 7 0#6 संकडा 
सल्फ्यू रिक अ्रम्ल-सोडियम 0-38 दे 
सल्फेट 
हाइड्रोक्लो रिक अम्ल-सोडियम 2-8] हड 
क्लोराइड 
2४-क्लोरो परा नाइट्रो ऐसेट ऐनिलाइड 
सल्फ्यू रिक अम्ल-सोडियम [7 0-70 
सल्फेट 
हाइड्रोक्लोरिक अम्ल-लिधथियम ]-75 -58 
क्लोराइड 
हाइड्रोक्लोरिक अम्ल-सोडियम.. 4-26 9523 


क्लोराइड 
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#-क्लोरो पैरा नाइट्रो ऐसेट-ऐनिलाइड में नाइट्रो समूह अचल उत्प्रेकता की प्रभाविता को 
बढ़ाता है (सारणी 4) । नाइट्रो समूह के ऋणात्मक प्रेरक स्वभाव के कारण 7४-९०! बंध से क्लोरीन 
८ के रूप में निकलता हैं जिससे नाइद्रोजच पर प्रोटानीकरण सुगमता से होता हैं! इस प्रकार 
४.क्लोरो पैरा नाइट्रो ऐसेट-ऐनिलाइड का पुनर्विन्यास हाइड्रोवलो रिक, सल्फ्यू रिक अम्ल में अम्ल उत्प्रेरित 
एवं उदासीन दरों के माध्यम से प्राप्त आँकड़ों के विवेचन के आधार पर निम्नलिखित आरेखों के 
अनुसार प्रस्तावित किया जा सकता है । 


82.0 ई /- 
हई. ,० 67 
परे 'आ 4 ह 
रे बर00८फ; पाए60८॥: प्रा00८80५ 
४ 
प्र सकी कल! 
ना | स्स्डा + (! न 
6 ४6 43 (6) (00 जल [६2] +ि 
हे दा [2:0 
2 १0, 00% 
ग्रारेख ! हाइड्रोक्लों रिक अम्ल में पुर्नावन्‍्यास 
जी हु] का का ! 
मा के 2 88 2222 फष (! # 
(028 2 की व अल ए-ए00फ५ [4(0(77५ 
की अअ हे ।/ (छा -(६ 
()] ) ८-८) [() 
१७४), ४0; (४0५ 
आरेख 2 उदासीन पुनर्विन्यास 
प्राः007५ 
£/ 


(0६->(2 





भारेख 3 सल्फ्यरिक अम्ल में पुनविन्यास 
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जुएर, एल० तथा हेमेट, एल० बी०, जनें० अमे० केसि० सोसा०, 939, 6, 279] 


म्हाला, एम० एम०, भाटबडेकर, सु० स० तथा शर्मा, झार० एन०, करेंट सांइस में प्रकाशनाथ 
स्वीकृत 


बनेट, जे० एफ०, जनें० असे० केमि० सोसा०, 96], 83, 4956 


शालेगार, एल० एल० तथा लांग, एफ० ए० ७09ए87९65 | ?7#ए६08-0०8227८ (एपक्शाइाफ. 
भाग (), सम्पादक बी० गोल्ड, एकेडमिक प्रेस, न्‍्यूयाक्क, 963 


४[73॥3 375॥34 /7053॥4]3॥ 7?30/[॥० 8 
४०0]., 8, ३०. 4, 0000967/, ।975, 7986६ 297-30| 


कम्पे द फेरी फलन, पछा-फलन तथा प्रथम प्रकार 
के चेबीदेंफ बहुपदों वाला समाकल 


वी० बी० एल० चौरसिया 
गणित विभग, एम० आर० इंजीनियरिंग कालेज, जयपुर 


[ प्राप्त--नवम्बर |, 974 | 
सारांश 


प्रस्तुत शोधपत्र का उद्देश्य केम्पे द फेरी फलन, <7-फलन तथा प्रथम प्रकार के चेंबीशेफ बहुपद 
का मान ज्ञात करना है। चूँकि 5-फलन तथा अन्य कई फलन #-फलन की विशिष्ट दशाओं के रूप में हैं 
अत: हमारे मुध्य फल की विशिष्ट दशाओं के रूप में अन्य विविध फलनों के लिये समाकल प्राप्त किये 
जा सकते हैं । 


/ 08790 


क॥ ग्रॉाट्श'बों ए0णंग्रट हिब्राग९ त& आशांर पाली, सि-जालाीजा भाव प'क्ाक्कांटार्णल छणपए- 
एणगांथेंड एण 6 ग्रिषा दि, 897 ५. 8. 7.. (॥०प77489, ॥७००7076॥7॥ 0० ०४॥67080083, |. २. 
म्राश्ठा7९०गाह (0व688, उ90पा. 


पुछढ 698० णी 935 949०7 78 40 €प्र४पद्वां४ था प्राव्शाओं वीएएएणाए विद्वाग06 06 ऋद्ादा 
पिलाणा, मरपालांजा 2070 7क्रवक्ांजार्न एछठफज्राग्गांगं ० 6 58४ दितर0, 97906 (6 
(-फिलाए0ता 8706 इलएलाबा 0ाला फिाएंाणा$ड 6 उ8्टांगा 08568 ० 776 म-पण्पिएट700, ४6 


प्राढ्शा॥ं 07 ॥8 रद्वा।0प5 ठ0फ्श फिएा0ा$ ०80 98 656प7080 35 5962 ०88९8 ० 0प्रा फक्षा। 
768 प॥. 


कैम्पे द फरी फलन को निम्नवत्‌ अंकित किया जाता है । 


| 4,,; 

प्र ॥0 ८८८५ ८ ८७ थे ०० सु 

4! हल 4. &, # २४ ॥/ (*) 
|; ० » (4770 


रेड 
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जहाँ // निम्नलिखित व्यंजक के लिये आया है 


१ (0) 
24 (4734 रे (2)+ (८:9४ 
आओ व शर्न्त्ज 


५.५4 न«+«+ममन-ननन-यन कमान कक लि नानी तिल गगाई 





९ ५ ( 
7 (8/)+४ हा (4.)) (4) है ! ४ ! 


वतन! 
जिसमें (,), (4७))+# ऐसी (०); कमश: 6 -.. दक; (६:))+४ -+ (4७))+# पेय ४ (धर्न- /)/2(४) के लिये 
आये हैं। (-) द्वारा दी जाने वाली श्रेणी परम अभिसारी है जब ४+ #€४५+$+5 


फाक्स का 7-फलन इस प्रकार परिभाषित है : 


777 [8 
(४ 7(8/-8) 2४ (| -4॥ + ९।८) 2* ६ 
क्च्व 


। 4५, 2$)  अ 
कक (2 (४93 </ ] कर | किशन कम । 
2, 4 (28५, ) थे पं लञओों 7 पे है, | ([ 2) 
व 7(-23--08) 7/_ 7(4॥|- ०४) 
च्यानीएे वा क! ह 
जहाँ रिक्त गुणनफल को इकाई मान लिया जाता है ; 0&छ<4व ; 0६४; ०(/ 55] -. /») पैथा 
(४5८ ... |) धन संख्यायें हैं। कंटूर 7/ एक ऋजु रेखा है जो काल्पनिक अक्ष के इस प्रकार समान्तर 
है कि 7(8/-/६६)(४॥ ...#) के पोल इसके दाहिनी ओर तथा 7(।-4:+- ०४)(55[.. ४) के पोल 


इसके बाई ओर पड़ें । 


ब्रावसमा ([963) ने #-फलन के उपगामी प्रसार तथा वेश्लेषिक प्रतिबन्ध की विवेचना की है । 


संक्षेपण की दृष्टि से 


2 ६८८ ४॥ 
अं | >> श्र ॥ पु न है ५ रजलदालपआरन 
० टी क ०  टची हा पक 5/७07०७ 
है है (2 की च्ग न्याय रे 


४, ॥, 9 तथा 6 के विशिष्ट मानों के लिये 








का जो उड़ अलग ॥। 
ए हे 23, ८] --- ९७३ ९ ६8 रे 56% 65% 82०४८ 
0 | | 5 | (-3) 
) /। 4", ... 4९ 
[९ | 4, 4 ... 46, 4५ 
ढ हक कम मा 
7 कम 2 ([-4) 
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2८3, ८३ ह 
। |... नन्‍औी(ध, ८५, ८१, थी, 4।, २, 2) (4'5) 


]+ थी; बँ. + 


| 0 22८ है 
(222 


6&< ४ <हंड 6 % 


| 


(_क ; 
सन 3(८१५ ८ ) ८2५ ८ 25 835 जे ५ ») (4:06) 
जी । 83 >; 
| 0 गा जि 
प्र - 
2... मुख्य समाकल 
ह/ 4, 


हे | 6फ%- है न्‍ | 40, ९ 
ला “सिह ही /|०० 
0 हा 8 कक | दा 


कु| 4५, व कु 


० 
--+१/ /24 पु 773 गर+2 
धार ० मा 4५ 


[ ्छ 2-08 -॥४७, 0), (-7/# 77 १४--/४४-- ३ आई 
(8५, /५90,(-:६--ई--४ 77 १४--॥५७, 0) 
(2*) 
४>>0, 80, / ०0, | 8 2 | <ढे 0०, (०--०%/॥)>-(0७॥.. #) तथा बन॑-#&४--$न ] 
उपपत्ति : 


(2-) को सिद्ध करने के लिये( -) तथा (:2) का उपयोग करने पर प्रक्रिया में सन्निड्ित 
समाकल तथा संकलन के पूर्ण अभिसरण के कारण विहित होने के फलस्वरूप समाकलन तथा संकलन के 
क्रम को परिवर्तित करने पर बाम पक्ष 


१((( 7: 
7 78-78) 77 7(-4।/-०ह) # 
जल है रे 





] 00 
लक फिर पर मेनन कल कक ० सन निलल मम पप कक +6%.« » फि८ 
ढक ँ नल जी ड र 
य रत-छना76 / 7(4-०४) 
उच्काताई हैं 028 ॥ | 


। श्र 
भर । | >शकर४ड+85+० ६ ([ -. ८)77/8 7].(2:--4) 4० 4६ 

0 ० 8 हर 

हो जाता है । 
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ग्रब फल [3 0. 27()] की सहायता से आन्तरिक समाकल का मान ज्ञात करने पर हमें (-2) 
के उपयोग द्वारा दाहिना पक्ष प्राप्त होता है। 


3. विशिष्ट दशायें 


() यदि (2:]) में ४--/--0 रखें तथा (3-) का उपयोग करें तो 
4 & मा 3 दे 
व है. को ह। __ या है. प्ध ध्छ 
|! 2१([--%)77/2 7५(2:- ) हि ..बंक ; और ॥ 23 ४५ ०८४ । 
१7, 7॥ 


बम आती 40) 


[7 (०))(०)॥ 742५४ 
ध्व्त्‌ 
८०८८ ् सतत न नन न कनन«+++>म रन तननन_ “मिस श>>नल+नन+के 
34४0 ९) 
7 (4):(४८) ह ! & ! 
य्ब्जो 
/ कह | ( 8 08-४७ 0) ( 2 ४ (४ 9), (४6, ४28: ) 
2443 ६ (5 » >ध)+(-:/८ 2-- 0४ --॥५७-- ३, 0) 
870, 90, 00, | धा8 2 |< 0४०, 20(०--० 9॥/ /8)0>--7 (॥5-॥ .. ४2) और %<%+-व 
(॥) ४-४#--० + 5! तथा 6-0 रखने पर तथा (-4) का उपयोग करने पर 


] 
॥ 2१([->)78 7६(2४-) /7(67, 2, 23, 23, रैक सैड) 4, ६ 22४ । (22 #) धर 
0 (284, /६५) 


य्प5 । 5 47 ्ज (०9)) +८(2)) (८ १) | 4" (४४ 


ज अआ हक हक 8 
प्र! ग्र+॑ै | ( 2--/-- (४७ 0) ( 2-7? ७ (४४ ४ 0)(४५, ४१] (3-2) 
#+$ ६+2 | (8, 0), (-६४६-७--३२७४ --॥४७-३) 9) 





जो (2:]) से प्रतिबन्धों के अन्तगंत वध है । 


(0) (2:) में ४--#--४, ४50 रखने पर तथा (]:5) का उययोग करने पर 


पु +४९(] अल 7%(2४- )) 2 ( 2. ८'.. 4.. 4... 2४:65 ४) प्र दि! | न्‍ (440, ४] 
| 2065 ०5 ४ 5 #5 # 5 ५ 2, 7 (84, /५) 


०. (47)).+0७ (2))(04)# ॥// /४/ औ4) का 
३०5 बओव,) ने | ४ । 


0 -+ ५ --/-:+४--/८४, 0), (--2--*४- (5 ८ 3, 9), (4५, ९५) न 
8+8, 4+३ बम गम अल अल | (33) 
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जो (2-]) से प्राप्य प्रतिबन्धों के अन्तर्गत वध है । 
(0५४) जब (2-]) में ४--७--0, #-52 तथा ४55 तथा (-:6) का उपयोग करते हैं तो 


४ वि हर । | 97, 72 (4५, ८५) 
| त- खेत! 70(28-]) #(क्क ०फ क टेक के खछ, अऋ) मे, इसको (3५.70) ्ड 


--१/दा हज (०0) (८५)॥(29)3 (८ ५)४ 247 ४४ 
2५ [४0 (84)3+॥ ते! (४ ! 
प्र (2 (--? +0ै४--॥७७, 0), (--9 -+२४--/४४- $, 0)(४%, कक (3-4) 
ही की (84, 4) ८-7७ २४ “//8-- ६५ ०) 





जो (2:) से प्राप्य प्रतिबन्धों के अन्तगंत वध है । 


(ए) चूँकि 6-फलन तथा गअ्रन्य कई फलन #-फलन की विशिष्ट दशाओं के रूप में हैं, अतः 
विभिन्न अन्य फलनों के लिये हमारे मुख्य फल की [विशिष्ट दशा के रूप में समांकल प्राप्त किये जा 


सकते हैं । 
निदंश 


. . ऐपेल, पी० तथा कम्पे द फेरी, “कुृष्चापटांणा$. छचज्ुशह००ाव्पांवुप०,.. जिएएुणइणाल्ांपृुप०?! 
गाथियर विलसं, पेरिस, 926. 


2. ब्राक्समा, बी० एल० जे०, (0779. ४७॥॥5, 963, 6, 239-34. 
एडेल्यी, ए०, ]'8068 ० ॥6ट्टाओं पपथार्ईझ070, भाग 2, न्यूयार्क, 954. 
4. फाक्स, सी०, ट्रांज० अमे० संथ० सोसा०, 96, 98, 395-429. 


४ [[7373 ?79875॥3व6 /#ा७०६5३7094॥|॥3॥ २98८४ ६० 
४०]. 8, ३०. 4, 00८:0०67 |975, 798०६ 303-304 


ग्रार्गात सें देहली-विभव पर किरणन का प्रभाव 


जशगदीश प्रसाद 
रसायन विभाग, मेरठ कॉलेज, सेरठ 


[ प्राप्त--सितम्बर , 975 ] 
सारांश 


पारद-वाप्प-संदूषित आर्गान में देहली-विभव 7, के भ्रध्ययत से पता चला है कि किरशणान के 
दोरान 7,060), अंघकार में 7?»(2) से अधिक होता है। इसका कारण (2) पर -- (४ की 
उपस्थिति बताई गई है । 


4 05९ 


परविशा०8 ० गाबतंयांजण णा शरा6 परत छणशातशों ग करुणा, 829 उ999537 979580, 
(67877 7696/007677 (९६पा (0622, '/८८पां.. 


प्‌॥6 डप06ए 560॥6 [65900 एछठलाएंबा, 7, 0 गहाठपाप्र ए00प्ा 60म्रॉग्गापद्वाट्त 80207 
788 76ए6६6० (74 2, प्रातः व-बठांबा0), 7,,(7) 78 कंशाील पिद्ा पी 77 वेकाह, 2,,(2). 
बका$ 888 97€6॥ 35008966 ठ76 [0 ६6 0एटप्रशक्ा८6 ०0 -- (४ & 7,,(/2). 


ऋणात्मक जोशी प्रभाव, --/४४ की उत्पत्ति के अनुकल अवस्थाएँ देहली-विभव, 7,,(20) को 
प्रभावित कर सकती हैं अत: पारद-वाष्प-संदूषित आर्गात में इसका अध्ययन किया गया । 


प्रयोगात्मक 


लेखक के पूव-प्रकाशित लेख”? £! के समान प्रस्तुत अध्ययतत सोडा-काँच के ओजोनिन्र में सम्पन्न 
किया गया है। विविध दाबों पर शुष्क आर्गान को 30 से० पर द्रव पारे के सम्पर्क में रखा गया । 
ग्ोज़ोनित्र से 25 सेमी ० पर स्थित 200 वाट, 200 बोल्ट वाला एक तापदीप्त (काँच) लेम्प किरणन- 
स्नोत के रूप में प्रयुक्त किया गया । 


परिणाम तथा विवेचना 


प्रकाश में वेद्युत चालकता में क्वास चित्र । श्रर्थात्‌ ऋणात्मक जोशी प्रभाव की उत्पादक अवस्थाग्रों 
में, अंघकार में धारा-विद्युत्‌ की अपेक्षा प्रकाश में घारा-विद्युत्‌ का मान कम होता है | यदि 7 अनुप्रयुक्त 


304 जगदी श प्रसाद 


विभव है, तो अधिवोल्टताओ (7--7,,) में हास के द्वारा, किसी विसर्जन-नलिका में प्रवाहित होने वाली 
घारा-विद्युत्‌ घट जाती है । यदि अनुप्रयुक्त विभव स्थिर रखा जाता है तो धारा-विद्युत्‌ में छहास का कारण, 
देहली-विभव? में वृद्धि पर आरोपित किया जा सकता है । चँकि ऋशात्मक जोशी-प्रभाव की अवस्था 
में अंधकार में परिमाण की धारा-विद्युत्‌ प्राप्त करने के लिए उच्चतर क्षेत्र की आवश्यकता होती है, 






0.35 ई॒ ही 
2; 





ही] 
क 


2, 0४ ४॥7 


चित्र 
ग्रत: किरणन के कारण 7,, में हुई वृद्धि (चित्र )), ऋणात्मक जोशी प्रभाव की उपस्थिति के कारण 
हो सकती है। 


निर्देश 
. प्रसाद, विज्ञान परिषद्‌ अनु० पत्रिका, 972, 45(2), 72 
प्रसाद, रिव्यू र॒मेन डि० किमि०, 973, 8, 865 
जोशी, प्रोसी० इंडियन साइं० कांग्रे०, 945, 22, 389 


कक, पड पी 


जोशी, करेन्द साइंस, 939, 8, 548 


४ [373 ?875306 /४॥ ७5३॥ ० 3॥ ?3६7|3 
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धात्विक आयनों के साथ पेनिसिलिन-6 के यौगिकों का अध्ययन 


कु० अनुराधा तिवारी तथा पी० बी० चक्वर्तो 
रसायन प्रयोगशाला, मोतीलाल विज्ञान महाविद्यालय, भोपाल 


| प्राप्त--सितम्बर 3, 975 ] 
सारांश 


पेनिसिलिन-जी के सोडियम लवण की विभिन्न धात्विक आयनों के साथ, जलीय एवं अजलीय 
माध्यमों में, अ्भिक्रिया एवं वनने वाले संकुलों की मारश: अनुपातमिति का अध्ययन किया गया। पांडे 
तथा नायर की मोनोवेरिएशन-विधि का उपयोग करते हुए चालकतामापी एवं विभवमापी (9) 
ग्रध्ययन बताते हैं कि 8०07), ४४), 2०), 2ण6), ००(॥), "सता), 5ता), १४०(), 7707), 
(४(त) तथा 7८८7!) पेनिसिलिन-06 के साथ ]:] तथा :2 संकुल बनाते हैं और इस अभिक्रिया में क्रमश: 
एक औ दो प्रोटॉन मुक्त होते हैं । 


५058६ 


छाप्तेए णएण एणाफएणएाएंड 0 एककांलाका-0 ज्ञात प्राशभीांर 05. 979 7६7४. &गप्रा8009 
वाफ़का दावे ९, छ. एबापावरक्षात, ीश्याएदा ग०0ा0णा65, ०४तॉाहव 8070८ ९0॥626, 
870]08/, 


बु॥6 #ह्व०]07 08009 59॥ 0 श्ताल[॥-५ जाए) ए्वाणा$ पाला 40705  ताॉरलशिट्ाा 
पाल्तांप्रा।॥ ॥985 छ56दा हपवीर्त ३76 ६96 ४णंक्राठ्णदाए ० ऊदता), ४९४), (४07), (एप), 
(०00), रहा), ॥(), 2700॥), 766॥8), 200 (7(॥) ०७०07706565 ज्ञा।। ?्मांगायाम-5 ॥85 956९7 
098760 प्रशंगश ०0कपर८०आलदा[6 ब0व॑ छर्ति-तफशा0ा5$,. #णंग्राठ्यला:7 #प्ता65 प्र5878 
चिन्या बाते एद्वात65 प्राणाए0्ब्रांबराता ग्राशा0व फाठदीटवाल णरा।शाण 0 ]:] 89१ :2 020779०525 
[0 [॥6568 ०88९8, छह छऊर्त-मशाराजद धावाताणाड ंतांतकाल दाव्रां0ा ० 0मॉए 076 9007 | 
९8०॥ 569 076 0077765/07... 88580 07 ६9686 09867ए078 6 ०07ए6८छब्याांजा-8४०075 
[98५०8 880 0९6८॥ .970]00580. 


पेनिसिलिन सफल प्रतिजेविक औषधियों में से एक है | यह पिछले 45 वर्षों से मानव-सेवा में 
प्रयुक्त हो रही है। विभिन्न पेनिसिलिनों में सबसे अधिक महत्वपूर्ण पेनिसिलिन-0 अ्रथवा बेन्जिल पेनि- 


सिलिन है । इसे निम्नतांकित संरचना द्वारा प्रद्शित किया जाता है: 
62 4 
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5 


27 
0क्कष, . 0म, . 20 . 'प्न . कप्र--टप्त 0. ('्र.) 
| । ! 

(0--५-----८४--७0०08छ 

हाल ही में मलीसा!श ने इस औषधि के वेश्लेपिक अभिकमेक के रूप में उपयोग को संभावना 
व्यक्त की है। अतः प्रस्तुत शोधपत्र में पेनिसिलिन-जी के सोडियम लवण की विभिन्न धातु-आयनों के 
साथ की अभिक्रिया एवं बनने वाले संकुलों की भारश: अनुपातमिति (४००007609) का अध्ययन 
प्रस्तुत किया गया है । 


प्रयोगात्मक 
गुणात्मक अध्ययन 


जलीय विलयतनों में गुणात्मक अध्ययन बताते हैं कि &20), क्‍8(0॥), 00(!), 0॥00॥॥), 20(॥9), 
0०0५) तथा प्ताए) सोडियम पेनिसिलिन-5 के साथ तत्काल अविलेय अवक्षेप बनाते हैं ; जबकि 
000), ४४0), ००७ता), ए!ए) तथा 8०५॥) के साथ विलयत को 6 से 2 घंटे रखने के बाद 
अवक्षेप प्राप्त होता है। ये अवक्षेप अम्लीय माध्यम में विलेय पाये गये जबकि 88([) के साथ बना 
ग्रवक्षेप अमोनिया विलयन में भी विलेय पाया गया । 


यह देखा गया कि 20(),70(॥), ४४(॥), 67), 700]॥), ००६), ८८त५), (9५) 
तथा 7४(79५) के अतिरिक्त 36०67), ९०67), 0007), ”तता) तथा 70) भी सोडियम पेनिसिलिन-0 
के द्वारा अमोनियामय माध्यम में अवक्षेपित हो जाते हैं । 


अजलीय विनयनों के लिये ऐल्कोह्रॉल तथा ऐसीटोन विलायक के रूप में उपयोग में लाये 
गये । इन अध्ययन के अनुसार 8०0), 06(0) तथा ५७([७) ऐल्कोहॉली विलयनों में सोडियम पेनिप्ि- 
लिन-06 के साथ अवज्षेप बनाते हैं [प8(), 0०), .४०(५७०), तथा 5०८(७॥) के साथ 6 से 2 
घंटे रखने के बाद अवश्वेप प्राप्त होता है |; जबकि ४8(), 8०07) तथा ४५(५) ऐसोटोन के विलयनों 
में अवक्षेपित हो जाते हैं [पछ2(]), ए८([!) तथा ५(५) बिलयनों को 24 घंटे रखने पर अवजक्षेप 
देते हैं| । द 


श्रित विलायकों में अध्ययन बताते हैं कि ७2(), )र(ा), प्807), ०), एता),८०व7), 
209५), 7009), ए(ए), ?७(0), १४०(७) तथा 70) जलीय-ऐल्कोहॉल विलयनों में तथा 
880), सश्या), 7000), ए6), ९6(॥), ए(०), 5०८४), 70), 276५), ४८(ता) तथा ८०(४) 
(रखने पर) जल-ऐसीटोनी विलयनों में सोडियम पेनिसिलिन-0 के साथ अवल्षेपित हो जाते हैं । 


भारश: अनुपातमिति 


घातु आयनों और पेनिसिलिन-6 से बनने वाले यौगिकों में घातु आयन और लिगेंड अणु के 
अनुपात के निर्धारण के लिये पाँडे तथा नायर की एकपरिवर्तत (मोनोवे(एशन) विधि का उपयोग 
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करते हुए चालकतामापी तथा विभवमापी (78)-अनु मापन किये गये । अनुपात झनुमापन बताते हैं कि 
8८०0), /४(7), 2४6॥), ०णता), ००(॥), 'रांता), "७४0ा), 700॥), ए०(ा) तथा (४(गा) के साथ 
।:4 तथा :2 संकूल बनते हैं। विभवमापी (एस)-अनुमापनों के अनुसार :] तथा :2 संकुलों के निर्माण 
के ससय क्रमशः एक तथा दो प्रोटॉन (्र+) मुक्त होते हैं। अत: संकुलीकारक अभिक्रिया निम्न रूप में दर्शायी 
जा सकती है : 


०+ | एत--> [९ ]७-४+ - घ्‌+ .... ([) 
[/7८]४७० +-ए८8-.->[४०५,|०१+ +प्+ ४ 2) 
जहाँ ॥४% घातु आयन तथा ए८४ पेनिसिलिन-७ शअ्रणु को प्रदर्शित करते हैं । 
कृतज्ञता-ज्ञापन 


प्रस्तुत शोध में प्रयुक्त पेनिसिलिन-& लवण “लेक्सो लेबोरेटरीज' के सौजन्य से प्राप्त हुआ, लेखक 
उनके हृदय से आभारी हैं । शोधकार्य में सहायता के लिए लेखक मो० ला० वि० महाविद्यालय, भोपाल के 
प्राचायं डॉ० एस० एन० कवीश्वर और वनस्पति विमाग के प्राध्यापक श्री एस० सी० सक्‍सेना के भी 
आमभारी हैं। 


निदश 


. मलीसा, एच०, माइक्रो० केसि० ऐक्टा, 95, 38, 20-30. 
2. नायर, एम० आर० तथा पान्डे, सी० एस०, प्रोसी० इन्डियन ऐकेड० साइनस, 948, 278, 284. 


४[73॥03 २37 5॥3 व 80 059] 6 []8] ?9६7[८98 
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समदेशिक समांग आयताकार समान्तर षट्फलक में ऊष्मा संचलन 


के० डी० शर्मा 
राजकीय लोहिया कालेज, चूरू, 
तथा 
बी० एस० मेहता 
राजकीय कालेज, शाहपुरा (भीलवाड़ा) 


[ प्राप्त--जून 6, 975 | 
सारांश 


एक आयताकार समान्तर षट्फ़लक में ऊष्मा के संचलन पर विचार करते हुये समीकरण प्राप्त 
किया गया है । 


$795[92८ 


(गातालांणा 0 ता गा था 45000फ,2० 002श6005 7९८श्राएएंशा' एक्षश्॥०४9९९. 99 
र, 70, इएक४779, (090फ72ए0॥]दा ],079 (०0॥626, (एप्प 76 ४8. 5. (९४82, (00एटापगाशशाए 
(0॥62०, 508079फ79 (80[फ98४४) . 


ए7& ८070306०7 ग_्रलः७छ ग0फ 90 ॥68( ॥0 36८2970९पॉश' ए48909760 0<४< 6, 0< 9< 8, 
0<: 2<:८ शा।67० 06 ॥7र0विे (श॥एशक्यापराठ 48 855घ76९6 35 70, [6 गपफ ०0 व6व क्‍8 ६९७0 2070 
80 [68 5प्रात80०९8 #--0, ४5-०0, 2-0 था ते 6 780&070॥7 (8865 9808 2. 76 8प्रा4०९४ >> ६, 
9च58, 255८, 0 & 7726॥077 &४ 2670 (:८79007६पा ८. 


ऊष्मा के संचलन का समीकरण [], 9. 9] निम्नवत्‌ है : 


72 ०४४2 ०08 ॥ 7 


आह का इक हर 
ध्तञ्-०(४, 9, 2, /) 
प्रारम्मिक प्रतिबन्ध हैं 
(6० 925 7/)"6 055 /॥ (2) 


30 के० डी० शर्मा तथा बी० एस« मेहता 











92 | ८-0 99 9-0 02 | ६-6 
!/॥ प्र 77724 
| शी ्यिम्न्त /27 | दर [65 /* | न्‍-0 (4) 
85 28 00 2 ड्स्ट 


जहाँ #,, 8, 88 विकिरण स्थिरांक हैं । 


हल: इस तिर्भेय को हल करने के लिये उपयुक्त परिवर्त [2, 9. 50] 
श्द 
(29002) । ५ 7 00030 20 976 27 (5) 


होगा जहाँ # समीकरण 
7 ।॥ एद--॥ (6) 
का धन मूल (7000 है । 
खण्डश: समाकलित करने पर 


जा 


ही 008 2८ 45८ ( 008 #* की | 
रा 0 व 


4 0४ 
0 9. 0 0 


न-+ श) ०5% ध८ 
0 ? 


वर नल 005 #2 +77 57 क्ष न्‍+्छ | # 008 #> व (7) 
0 


(3) के द्वारा दाहिनी ओर का प्रथम पद निम्ततर सीमा पर विलुप्त हो जाता है। उच्चतर 
सीमा पर इसे निम्न रूप में लिखा जा सकता है: 


| 0 
005 6 प्र +#7“ 4॥ 9० | 


2 


जो (4) तथा (6) का उपयोग करने पर विलुप्त हो जाता है। इस प्रकार बाँयी ओर का समाकल 
-/7 9 (५9, » 2) में समानीत हो जाता है । 


जब समीकरण (]) में 2, 9? तथा < को चरों के लिये परिवर्त (5) का उपयोग क्रिया 
जाता है तो 


िफनलन लक, 
किल-व9०--न 
न्‍अलनलपनननन.. 


वा? रे द 
वा ् /(/7+ रत 4 लि /*£) थ्र (2; 4, /, 7) क्ज 0 (6) 
हे नस 4 (0,८ 
जहाँ. 79, 4, ”, /) 5 | | है | 2७, 9, 2, 7) 005 05 005 (9 005 #2 ं:६ धं? बं2 (9) 
0 9 
तथा /, 4, / क्रमशः समीकरण 
20  /455/॥- 


4 (8॥] 48--॥॥ (40) 


समर्देशिक समांग भायताकार समान्तर षट्फलक में ऊष्मा संचलन 3] 


तथा + 7॥ # ८5-४४ के धन / मूल हैं । 


(8) का हल इस प्रकार होगा: 








7 (, 4, ५ 9) चाददीफी बीती मटर पर सा पर () 


अत: ताप 77(%, », 2, /) को व्युत्क्रम श्रेणी 


गा श मा 
जा 3 पक 0 कप आय कक हज उकआ 


कट घी 42550, (१2) 


से प्राप्त किया जाता है । 


शत, 
या] 
नमन 


प्(७, 9, # /) का मान (]) से (2) में रखने पर हमें ताप 77(», 9, 5, 7) प्राप्त होता है । 
निर्देश 


4, कार्सेला, एस० एस० तथा जगर, जे० सी० , (.०)्रतपट007 ० फ्८४६ 77 50॥05, 959 संस्करण 


2... ट्टर, सी० जे०, पाव्टाहं पक्याशरठणाओ ग॥ ०००८७) 29805, मेथएन एंड कम्पनी 
लिमिटेड न्यूयाक 


४[]73703 7375030 /7१७5370क्‍37 93६८६॥[/७ 
४०0!. 8, |३०. 4, 0८६096/, 975, 79४९5 3!3-3|7 


४ चरों वाले माइजर के 5-फलन सम्बन्धी कुछ समाकल 


एन० के० सोनी 
गरित विभाग, जोधपुर विश्वविद्यालय, जोधपुर 


| प्राप्त--जलाई 9, 975 | 


सारांश 
प्रस्तुत शोधपन्न में # चरों वाले दो समाकल स्थापित किये गये हैं जिनसे इसके पूव सक्सेना द्वारा 
प्राप्त फलों के विस्तार प्राप्त होते हैं । 
$75#७च्चटा 


60ग्रा८  शाल्ट्राबो5 प्रएतेगाए. ९ शिशु ७-णिलांजणा णएा ग॒ ध्थांब९४., 89 
प्‌ 507, 6927767 ए शिकार शा05, एमारस्थआए 0 730079फ, 704#फफा'. 


[॥ 6 [68670 ए2ए2/ ए ढंग एश० वंशाल्शा॥5 ए0एशाडइ # एक्षांब065 जाए 
[70006 ॥॥6 €हाशाड0783 ०0 6 76509 69760 €क्षातीदा 0५ 5285४९॥8. 


4. भूमिका 
हाल ही में खाडिया सथा गोयल! ने विश्लेषण में # चरों वाले माइजर के 6-फलन का सूत्रपात 
। ४) 5 का गे है & # 
किया है जो सःष्टत: अग्रवाल! द्वारा अध्ययन किये गये दो चरों ० |] वाले सार्वक्षेत फलन का 
विस्तार है और निम्नलिखित रूप में हैं 


[777, 0]*« (का 72.) 
हु 
[?, 9]. (2, 4.) 


६ 
(००), ७, (८७) (४५, | | (0-) 





777 
7 7(४/--< 55%) 
है के 


] 
लुर 5" -7.,; ह 
४. 7(--०४/-« «+) व ४ (9/+< 5४) 
हज 


है। धन), 
2 5 
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77६ (/2)0 ॥/: 7! (£) ४ हे 
| वा 7(- ८; नी 502) 27 (4 --</:) (>) | 
9..| उच्त च प्र | 
हम हल लरक मजाक आओ । 
ब्ल्र ६ ड * ;/ 
हु | | ॥/ 7!  आ 3;) 7 # ६ च्ठ 4; -- 5[) । 
घु /च्काए “+शा, हे 


जहाँ (+) शब्य के तुल्य नहीं है तथा रिक्त गुणनफल को इकाई माना जाता है। यही नहीं, #%, #, /, 4, 
(0/), (0), (702) पैंथा (4६) ईसे श्रकार की अनणा पूर्ण संख्यायें हैं कि 7:20, 4:20, 4/>2, 0<:%८<#, 
तथा 0< 7८: 4; 


प्रस्तुत शोध पत्र में हम ऐसे दो समाकलों को जिनमें ('4) सब्निहित है स्थापित करेंगे जो इसके 
पूर्व सक्सेना द्वारा प्राप्त फलों के लिये विस्तार का कार्य करते हैं । 


जिन समाकलों की स्थापना की जानी है, वे हैं 
|; 775] ४7४ हाय (१,४३ 3४ ।55४) (2-) 
। 


6 [7?, ०] $ (॥77/. 8.) (2 
(५१, 4)5 (0.3 4) ह 


(/४) (८) 
(७७), (9॥ ((०५,) (४७,) | | 





के 7(-) शक 0] (3 72) | 
॥7.. #+श, बकशा; $. 90) [ 





[/& (१), 2) 5 (१), ८0: 00 अंक पते (०); (4/) $ 


ह (/:) (/:) 
१8 (१५ रि ० /65॥५ /५(१५ रि का * 438 (:) (8) ? | (८(५,))) (4५ ,)) | | 


बशर्ते कि अतुमाग । में कथित समस्त प्रतिबन्ध तुष्ट होते हैं तथा 


ध ( !) 
२९ (४ +ग ब )>0, 7. हक व न का 8), 
बलि 


६४.  (]) 

९ (४ +% पु धर है हो) नली -#)>0, [9 55, "9 3: ***5 /पृ६ सर 5 ०3 हा]; 
न्जय्‌ हे 
ध व 


२४ (»)>0 


तथा 


# (2-2) 


[7!, 0] ; 3028 ८ 


().. (+॥) 
[(4/५), (2५)]; 2 (४, )) | 


[5 /7-7 ([--/)7- 6 
0 


(2 7 ([-7): 
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#ए (#४--53)?7० [2+7+5, (ना। 7४5] (2८५ 4; 





/*.9 
(7 न ) ह्नार्ड 


जो निम्नलिखित प्रतिबन्धों 


) (&) 
[806, 9, 85७, ०, (०७) (9; &७+% #+7टों) (०७७ (४५,))] 


2२० (#+7 2 4. )>0, [िच, .... ; --.; मेशत], ..., ह॥] 
ँ 


/.. (॥) 
कट (० न 4). )>0, [8] ५ «5 5 2६३ २६, >> हर 
ता 


के अन्तर्गत तथा अनुभाग में कथित प्रतिबन्धों सहित बेघ है । 


पुनश्च ७ (५ 2) द्वारा ॥ प्राचलों का समुच्चय द्योतित है 


2 2+ 2 आप 


न बे तथा आगे भी इसी प्रकार । 


(2-7) की उपपत्ति 
(2:) के बाम पक्ष को । द्वारा व्यक्त करते हुये यदि हम (:) का प्रयोग करे तो हमें 


है ॥ 
-< | 6 मिल 2702 
0 


! 7 
* (24)? 0 4] --" कक हक (७०0; 775५ (4७/)) धा 


प्राप्त होता है जिसमें संक्षेपण की दृष्टि से 


47: 
8 (| 6 कि 5.) 
सं 








(८-८ 

6 
थे. 7 (--4;/- 2 ४.) 7४ 4 (8;+< 5/) 

8 व 3 च२ 

( (#) 
४४ 7(-८. +०»].) है । (4. --४;) (2) 
तत्व है आत ९ | 
तथा (2; 








2६ (#) ६ (/) 
0. 7! ०५ उ+ 5४)  / 7(-- 4; -+ ४ :) 
ह। म्ज्ज++ अं है नल प 722, 
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इस भ्रक्रिया में आये हुये समाकलों के इर्ण अभिसरण के कारण समाकलन का क्रम बदलने पर 


! क 7) न 
“न छत" 4 * "आर २; हे टी | ( [- ४)? * 


#/॥ 
- कि (ऐै५ ४; १9; [--7) व! ह (0/(५७,)) 
अब सूत्र 4, 20:2 (4)] द्वारा आन्तरिक समाकल का मान ज्ञात करने पर 


्‌ 
| हय 0-२0१० ,#, (५, »; +; २) ०४ 
श) 


बा (000 (077 कट 2 “2 (2) (077 - १-०) 
(7+/-नै)२ ६४-०८ (८) 
जहाँ २८ (920, 7१८ (9)>0 तथा#२८ (2-%-)१-/) >0 
यह पाया जाता है कि 


(23) 


4 (9) |॒ 4(0+9 2 ४८) 0, /०; 
धागा (2४ 02] हु * 4५ 4। 


7 
एप जक्ञा-5 रे. ही] हा] (८ 
(2-१ +9 ४ 30) ४7 पा +%#-+-92%8;; | (4 2:45.) 
आर ग्रधिक सरलीक रण तथा फिर गॉस के गुणन सूत्र [5, 9. 4 (4)] 
(#2) न्+(27) (4-)) /4)72-/2 


(<'4) 
का प्रयोग करने पर ज्ञात होता है कि 


[/॥ ज-7-॥  थग्र %--/-- ५... 7 .... 
7:77 यह कक कि ७ तप 4 279 7शै/८+/--] - 3 
(9) व के ८ उच्च 7 
रचा (गा)! 7 8] ३७० 2 रक हि. आता सा पक मर मकान कल तमिलिस / 3 आज लि आ बक। ह हि 
पथ (कि 5) व ऑ्शलशए  क । 
4 ्च्य । गे 


है 


(4 
' 4 ((/(०५:)) 
द्न्चा 


जो (-]) के अनुसार यथेष्ठ फन 


(2') की प्राप्ति करता 
६, (:5) ()] का प्रयोग करने 


है। (2.3) के बजाय बीटा फलन सूत्र 
उर फल (22) को भी इसी प्रकार 


स्थापित किया जा सकता है। 
विशिष्ट दशायें 


(2 4) तथा (22) में म्रत्स्थे रखने प्र ओर फिर का, 7, 22, 77, 0, 4, 42, 295 4:, 42» को 
(4) (2) (१) (2) 
/ द्वारा प्रतिस्थापित करने पर तथा /% ० (७) ०(७,) 409): 4,,,, 


क्रमशः ४५, ४5, 77, ४7, (0, 4, /, /८, ४, 
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2 2, के स्थान पर क्रमशः ]-०७, >%५ [72७ ८५ 9 > तथा 9 लिखने पर हमें तुरन्त निम्नलिखित 
दो समाकल प्राप्त होते हैं जिनमें अग्रवाल द्वारा प्राप्त दो चरों 0 ४] का सार्वीक्षतत फलन सन्निहित है । 
[87 6-३7 # 0५ #७ १४ ।-2)- ले) 


6, 74 - (7795 79) * (773, 73) कि 
ह 274 ४ [7, ४); [/४:, णु 97 


_76) धन 4 : (709, 2५); (708, 23) 
जज कप ह 
कं 7+2, 4+2 : [#, 5]; [/, /] 
/७(१, 2) | /“४(१, रि ९ २० अा है-- /)५ (८५) कर (८,); (८५) क्‍ 


(4५) : (०+): | 
(8५) : (4,); (7) 








* | 
। 
श्र (8०), /४(३, 2+%-)), (७० +#-/० : (45); (70) 


कि 


तथा 
यू 0, 74 : (773, 79) * (2735 773) >77( --7)* (ध ) * (८2 ) * (८) 
न (हनन की 2. | 2:७2: ७४] . 5 
| हल #5 4: ७३; 6 ४ 7(]-7) | (2:) : (4५,); (70 ( 
/टेग( न) #) ७० 0, ह]+7+र्ड : (779, 772) * (77359 73) 


५... #& (-+ाउ)कत करीहतठ, कमशकंड : [7935 ]; ४७ [) 


। 





/7ए 


है ढ्य्क््तऊ ८ (7, 2) (5 ाक ०), (4५) * (८,) > है 


77४ 


|» हम सुत्त | 0, 00+5, ४+ ० : (4); (0 
बैघता के प्रतिबन्ध (2:7) तथा ((2:2) में उल्लिखित प्रतिबन्धों से प्राप्त किये जा सकते हैं । 


(3-) तथा (3-2) में आये विभिन्न प्राचलों के विशिष्टीकरर से हमें कई रोचक फल प्राप्त 
होते हैं जिनमें से सबसेवा? के भी फल हैं । 


निदश 


]. खाडिया, एस० एस० तथा गोयल, ए० एन०, विज्ञान परिषद अनु० पतन्निका, 970, 43, | 9-20] 
ग्रग्रवाल, आर० पी०, प्रोसी० नेश० इंस्टी साइं० इंडिया, 965, 3, 5336-46 
सक्सेना, आर० के०, ए॥&0 629 राशंडा३, .8 रिएछ09, 970, 2, 2[-27 


कर 8 जो 


एडल्यी, ए० इत्यादि, [8068 ० ॥76शावं ॥797570775, मकग्राहिल, 2, 954 


5. वही, मांशाल पप बा50270९0 7#एरणा०05, सेकग्राहिल न्यूयार्क, , 953 


,[[7]3॥73 ?7375॥306 /#&70553॥4॥॥3॥ २79६7 ६3 
४०. [8, ० 4, (0८८००67, [975, ?232९5$ 39-323 


सार्वोकृत बेटमेन फलन वाले समीकरण का प्रतिलोमन 


बी० के० जोशी 


गणित विभाग, राजकीय इंजीनिर्यारेग तथा टकनालाजी महाविद्यालय, रायपुर 
[ प्राप्त--अ्रप्नेल , 975 ] 
सारांश 
सार्वीकृत बेटमेन फलन वाले एक समाकल समीकरण का प्रतिलोमन प्राप्त किया गया है। 
8 95379 0६ 
()॥ 6 एपएशडांणा ताी था ग्रास्ए्टाओं €पुप्भांणा रएणएफएांए इशालबॉरटरत ऐ्वलॉशाशना फिली०णा, 


5279 8. 7. 3080, ॥060907076णां णए शि[टा205, (50फ८77600: (००४2८ ए ४02॥7667782 
376 76९०४70029, रिध्वएण (१४.९.). 


ख पांब्शादं 2तृप््ञाणा पए0णारए इ०0दाा?7660 89877 पघिएलाठा 09$ 26९१ 77ए2(८0. 


]. विषय प्रवश 


समाकल समीकरण 


| #(४--20)200 7४-६४) (-) 


के हलों का प्रस्ताव विडर/ तने रखा है। उन्होंने ([-]) का हल एक सरल लागेर बहुपद के रूप में 
जिसकी अष्टि #(/) हो प्रस्तुत किया । उनकी विधि का अनुगमन करते हुये विभिन्न अष्टियों के साथ 
अनेक शोनत्र पत्र प्रकाश में आये हैं । 


अपने एक शोध पत्र में रूसिया/” ने (:) के हल को सरल बेटमन फलन की श्रष्टि के रूप में 
प्रस्तुत किया है| रूसिया द्वारा अध्ययन किये गये समाकल समीकरण का पुनः अनुसंघान गुप्ता ने हाल 
ही में किया है । मारतीय/7 ने संवलन परिवते के प्रतिलोमन को प्राप्त किया है जिसमें सार्वक्कित बेटमैन 


फलन सन्निहित है । लेखक ने भी सार्वीक्ृत बेटमन फलन के रूप में अ्रष्टि वाले कतिपय प्रतिलोमन 
समाकल प्राप्त किये हैं । 
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प्रस्तुत शोघपत्र का उद्देश्य (:) के कुछ और श्रतिलोमन समाकल प्राप्त करना है जिनमें 
षट (20, सार्वीकृत बेटमैन फलनत सचन्निहित है | रूसिया?! तथा गुप्ता के फल विशिष्ट दशाओं के 


रूप में प्राप्त किये गये हैं । 
2. वांछित परिणाम 
फलन (४) के लैप्लास परिवर्तें को 
८-४४ 0) 6/-7#(9), 7१९०:>0 (2-) 
द्वारा व्यक्त किया जाता है बशतें कि उपयुक्त समाकल का अस्तित्व हो । हम (2-) को सांकेतिक रूप में 


(0) 722) अथवा / 7257४) 


के द्वारा व्यक्त प्रदशित करंगे। निम्नांकित ज्ञात फल का उपयोग यथाक्रम में किया जावेगा । 


/ऐच्क आफ)-कऔ०0-:"४(०-----7/(० (2:2) 
[2000-०0 कक) 7४0) | 

| * ( 2 ल्‍ ३ ) 
जहाँ /0) नम) तथा /0)ल्‍790) 


हि 2 (०--४-+- ) (7 --/८--१)* 
72! (.-+ १) हत। 


९९ ०7० -7, /९८ (2-१) >> 0. (2:4) 
हक 
और. #श7३ ८7 ४ कक (2"5) 


( 
सार्वीक्रेत बटमन फलन #., (>) को 


। वश्ा।थ 
#, (2) -5- | (2 ०080) 003 (+ +६॥ 8--४0) 409 
णि 
के रूप में परिभाषित किया जाता है जहाँ 
(>--] 


यदि (-/-) तथा (७-7) ऐसे अ्नण पूर्णाक हों जिनमें शून्य सम्मिलित है कि (#--7) 
>(४-7-), तो हमें चक्रवर्ती का फल» प्राप्त होगा 


3/ - [)0#--१ 
277।/4 हक (32) च््ः ईल-ा (4) ॥-६-३ [2:7%32/४% / (2) 6) 
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(2.6) का उपयोग करने पर (2-7) प्राप्त होगा । 





। ॒ ( गा )8- -7 287 पं (? -- द्ोशि+-म 
/,, [4 तने ++-ह4 कब्मीर कक (2-7) 


3. प्रमेय 4 
यदि () (#--7-१) तथा ७7-+ ४ अनृण पूणाक हैं (जिनमें शून्य सम्मिलित नहीं है) जिससे 
कि 2/>-] 
(7) 7”(०)5० क्योंकि 0 ४-7), तथा 
(0) ///#7 (४) 0<:%< ४, << ०० में खण्डश: संतत है 


तो समाकल समीकरशा 


! 
। 8 [८(/ - ४)]2(४४) ध॥४--#() (34) 
का हल 
(! जि दि: पिच [ हि और (( --४)/7*7[( 70 ध)४+४+/४)] थे 3-2 
है / 5 प्ूटएटठ्र | 
घ ५ (उक्त 2 
होगा जहाँ. 46 लक न) 
__ थे 
तथा 2!च्च्का 


उपपत्ति: मानता कि /[7) 59%) तथा 8(7)7:०५७) 
अब (3-) का लेंप्लास परिवर्त निकालने पर (2-3) के परिपेक्ष्य में (2:7) का सम्प्रयोग करने पर 


तथा परिणाम को पुनव्यंवस्थित करने पर हमें (3-4) प्राप्त होता है । 


(7) 4 (2+ गम ++77#(/) (34) 


न 
(| कम धकि८ए? 
इस प्रकार (2-5) के अनुसार लैप्लास प्रतिलोमन से (3.2) मिलता है। 


उपप्रमेय: # को (१+) के द्वारा प्रतिस्थापित करने, 7-0 तथा 4७७| रखने पर हमें रूसिया 
द्वारा स्थापित परिणाम” प्राप्त होता है । 


प्रमेय 2 


यदि (() # तथा / ऐसी घन पूर्ण संख्याएं हैं कि 7-१४ 
876 


322 बी० के० जोशी 
(0) 2(०)०० क्योंकि 0<7#<27--2, तथा 
(॥) १7%) 0&%<>% << ०० में खण्डश: सतत हैं 
तो (3.) का हल 
8(/)--4 | ८६4४-ण7,,_]_/[24(४ -7)](20 +०)7४॥%)] 4५ (3-5) 
होगा जहाँ 4 को (3-3) द्वारा दिखाया जाता है । 
इपपत्ति: (3-4) को निम्न रूप में पुनः व्यवस्थित करने पर 
6(72) 74 हे दा: (7- 4) (0) 
(2-4) के प्रकाश में लप्लास प्रतिलोमत का प्रयोग करने पर हमें (3-5) प्राप्त होता है । 
प्रसेय 3 
प्रमेथ 2 के उन्हीं प्रतिवन्धों के अन्तगत (3-) के हल को िम्नवत भी लिखा जा सकता है 
8(7)5774 | | 2१७-घ३,, ॥_आ[व(४- 7)[(0१- ०)(०+०)777०)] व॥४ (36) 
इसे पिछले प्रमेयों की तरह सिद्ध किया जा सकता है । 


विशिष्ट दशा: यदि हम को (४+-) द्वारा प्रतिस्थापित्‌ करें और 45-, /--0 रखें तो हमें 
गुप्ता का परिणाम प्राप्त होता है । 


प्रमेय 4 
यदि (0) # तथा । ऐसे पूर्णाक हैं कि ४227 
,... दें )३४४%$ ४ , 
(॥) (%) [४४४)] खंडश; संतत है ०5-४<>»< ०० तथा 
(8) /” (०)50 क्योंकि 0<क<:2/-+-व 
तो (3:) का हल 
दें १४४+॥ 
80)54 «« (|). “7()] 


3/+-2 


(3) जम 
न+2े4 4 हे ९4(-7० 4, _[_५ [24(४-)] ४ ४४ (0) [2४४/(४)] ६४ (3.7) 


होगा जहाँ .4 को (3-3) द्वारा दिखाया जाता है । 
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उपपत्ति: यहाँ पर (3-4) को पुनव्यंवस्थित करते हैं तो 


मा पा 
(७(9)574 | | -- तक (7+4)2४7% #(9). (3-8) 


(2-5) के उपयोग से निम्नांकित फल को सरलता से सिद्ध किया जा सकता है: 


१4, (2४-/-४) (--३ /. __. /__ (2८)/ 24# [7-32 
। अल मिल 5/अ । कल कप 7० /-+ । ) 
| 0 0 कक (नी %& । ह 7! 


कन्लो 


चर न, । 240-7-)€८क (#, [--#+ /--2; 2; -2«7]| 


) 
चू-+-, |य८ दा *अक। ( -2%/) | (3-9) 
समीकरण (3-8) में (39) के साथ फल 
(22 हे ध)7 //)--८ ४ 727: [९५४ /(७४)] 
का प्रयोग करने पर तथा लैप्लास प्रतिलोमन प्रमेय को व्यवह्त करने पर हमें (3-7) की प्राप्ति होती है । 
इपगप्रमेय 


उपर्यक्त प्रमेय में # के स्थात पर (४+-) रखने तथा ४७-], /50 मानने पर गुप्ता का परिणाम? 
प्राप्त किया जा सकता है । 


कृतज्नता-ज्ञापत्र 


लेखक डा० आ्रार० एस० शर्मा का सहायता के लिये और प्रों० वी० वी० सारटे का भमिरन्तर 
प्रोत्साहन प्रदात करने के लिये आभारी है। 


निर्दश 
]. भारतीय, पी० एल०, जने ० इण्डि० संथ० सोसा०, !964, 28, 63 
2. चक्रवर्ती, एन० के०, बुलें० केल० सेथ० सोसा०, 953, 45, ! 
था एड ल्यी, ए०, /'8968 एी ाल्ट्रादों 747058075. भाग 3, मकग्राहिल 
4... गुप्ता, एच० एल०, विज्ञान परि० अनु० पत्रिका, 974, 47, 5 
5. जोशी, दी० के०, शक्वााशाधा08 जएत०ए, 973, दाी।, )२०. 4 
6. वही, प्रकाशनार्थ स्वीकृत 
7.  रूसिया, के० सी०, प्रोसी नेश० एके० साइंस, इंडिया, 967, 37, 67 


8. विडर, डी० वी०, अमे० सेथ० मंथली, 963, 70, 29] 


४ [373 7287[50806 /७53॥6]8॥ 78६7 ८3 
५४०. 8, ३०. 4, (020006/, [975, 78४०५ 325-332 


दो चरों वाले पस-फलन के कतिफप्य समाकल सम्बन्ध तथा उनके सम्प्रयोग 


ओ० पी० गगें 
गणित विभाग, एस० झार० इंजीनिर्यारंग कालेज, जयपुर 


[ प्राप्त--जुलाई 5, 974 | 


सारांश 
प्रस्तुत शोध पत्र का उद्देश्य सार्वीक्षत हाइपरज्यामितीय फलन (#( तथा दो चरों वाले 7-फलन 
के गुणनफल को सन्निवेश करने वाले कतिपय समाक्ल सम्बन्ध स्थापित करना है। इन रुम्बन्धों का 
उपयोग कतिपय द्विगुण समाकलों का सान ज्ञात करने के लिये किया गया है । 


$7)४7 2८ 


(जआ रशथांशां। 6एम उशेश्वाणाड गार्कराशांआर प्र-फ़ालांणा एण एछ० फश्चांक्री)९६ थाएं शो 
बफुण़ांट्यांणा5... 899 0.79. ठ6गा8, 96एक्रषाए्परदया ० 'शव्ाशाद्वा05, शी, रि,. लाशांए्रद पा? 
(0[626, जध0ाएपा'. 


व्‌॥6 द्वांगा णी 06 [6567 94927 78 [0 €४209॥87 एलाथा) 6878 78९80075 7रए0शंाई 
(6 एछ/04प6 0 6 इलाशरीसटत ॥५9९७8४९०गालागंए पिएणां0ता ॥7५ ध्या्द (6 म-पिदा07 70 (ज़० 
ए्ाउ4065.,. ॥8656 76]०079$ द्वाठ तिढा परड९त 0 ९ए्रॉपथ8 ०षाल। 00प06 7769095 ॥770[णा॥8 
(6 ए97006प८. 67 (6 इल्गाधाबा7टत #एएटाएइ50ालायद 8५, 6 80753 म-पिएणां०7 ६00 ६6 
अन्फिादाजा एी छ०0 श्ा8065.. 76 7€5ण७ा४ 658 097606 जा घा$ एछगए०' दवा ० 8 एटा 
शथाशाण रह्वाप्राह 406 876 2804976 ० ज९तारए 3 प्रपा7067 ० 76508 85 ए4"070प्रॉचए 28525. 


]. दिषय प्रवेश 


इस शोघपतन्र में आगत दो चरों वाला 7-फलन निम्न प्रकार से परिभाषित एवं व्यक्त किया 
जावेगा 


(4।; ५4))५ #३ 


39 44/ | (8); 0, 2,)4, 29.) 





235 4४५ (4, 0, )3 42 2! 


हा 2 38* (2), 223)3: /3 
५295 १8 / | (/॥3 2) 23 
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(९): |. $6, 0) १७) (0) १ के ढ ३. ४: ७ “व 


4 7(-2/+०] ४ + 4३ 7) 





$(७, ४)57 हु 
धार  ४(4->व्यु 5-4] 7) 272 7(!--0;+8] ४ +2| /) 
च्धवुनाई 
7 7(४/- ० 5) 27 7(- ०,+/] ७») 
8, (3) 5- कल जज कलर 
/ 2(-4/- 9 8) ४: 7(८[- ४४ ४) 
अ_च्याद्ुतओ 
7 7(॥-४ ४) 77 7(-- ०+£; /) 
श() 5२ 
7 6 20 0 7 362 05 38, 
/ग987 ४ चाइनीज 


2, » शन्य के तुल्य नहीं हैं और रिक्त गुणनफल इकाई मान लिया गया है। पुनश्च #,, 773, ॥5, /0/, 4 
(75-, 2, 3) सभी प्रनृण पूर्णाक हैं कि 0ड4;, 05#;5/॥, 0 €4/0% ], 2, 3; 7/552, 3) और 
०9, , 7), 8), 45, 3), 2), ”; धन पूर्णाक हैं । कंदूर 74 तथा 7, उपयुक्त रीति से परिभाषित हैं । 


(-]) में परिभाषित म़(&, 3), जिन प्रतिबन्धों के अन्तर्गत अभिसारी होता है और वेश्लेषिक 
फलन को व्यक्त करता है, वे मित्तल तथा गुप्ता: के शोधपत्र में दिये गये हैं | स्थानामाव के कारण वे 
यहाँ नहीं दिये जा रहे । किन्तु यह मान लिया गया है कि इन प्रतिबन्धों के संगत प्रतिबन्ध इस शोधपत्र 
में आये दो चरों वाले समस्त ए-फलनों के द्वारा तुष्ट होते हैं। उसी शोधपत्र में फलन प्(४, ») की 
विभिन्न विशिष्ट दशाओं का भी उल्लेख है । 

प्रयुक्त संकेतन: 

(ध।; ०), 4), +75 ४(4/43; ०/+5 “#+१)35 (६, +23 ०॥+०5 “ ॥+2)3 *००७ (६५: 6५ (9५ “4/)) 0<:४<# 

के लिये तथा (०), ५३)५+5 (कक णड+3)3 «०७ (4/, ४/) के लिये ».. <:+. 
आये हैं। अब (-]) में #/-0, तो हम (-]) में प्राप्त होने वाले समीकरण को ऋ(5, 9) न लिखकर 
मर, (४, 39) लिखेंगे | पुनश्च, हम निम्नलिखित संकेतन: 


रा 8 । ] ( ०9 “75 8 व्‌ । 


प् 225 47 (8; 9 |, 38,),, 4३ 
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को यह द्योतित करने के लिये प्रयुक्त करेंगे कि विन्दुकित (...) प्राचल वे ही हैं जो (!-) में प्र(», )) के 
हैं। इसी प्रकार के अन्य संकेतनों का भी वही प्रयोजन है । 


2. स॒ुख्य समाकल सम्बन्ध 


" 0 385 | )5 9? 6)74/ 
।] । ९008 (20 877 ॥४५ हे जा /' कि 
( ) हे 0 ( हा ) (0 न्+ 95 थी (6 हर (5 2 98) 


५् ॥॥, आर 29 शक जा | 
“के, [दल गहक * त्ापालहा लि प70 ४६० 








7(/2--0) हा (24) की 
बल था | [7 
कक, ज्श कार | “0) 
् (2४५)४ 
च्चि 
( 0, ४7२ -- ! ] (--2£- 2॥7; 2, 27"), (85; ०॥, 4/)फ #; | ॥6॥ 
गरित, क+ 2 | (-ईऑफिफम: है, हू), (0: 80% टफ 4. 
धं। 2-] 
भ्र्क्म । े सा (2*]) 
हट 


कल अर 


कर ० (० ० पर 9 (4 ) 343 « न 
(79) ० । १ 005 (2४ 2] + 7/>) एल +3शे-ा +अश0-ई 70 ( (१४), हा ट्ल््य-छ४ 


का, [877%0-- ४92२0, ०(--97)/2] /(फक 77) 4४ 47. 


फठ 5 एक (० (० 


((-६-#7१- #, 5), (०, एफ 8 (7ईगए+क 7, है) 2 


॥9--, 79 - 
त्त्म ! ) 
28 2 4872 2 / ९, # ), (43, 9१)।, ५2? ([-६ “72, ४) ८(६४ 


| 
। 
! 
| 


(22) 
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शक मन कक न्‍न्‍__न्‍०. 8 कं रा ।क्‍ “ ५ 2 . ; ९ कर हे ) 
अं 200 0 2 व >ललकडओ 3 न महक 
हम ) | 0 । 0 आम (४ +27)|,3- हट कक (2४; )5 (2 (2४445): 


> #, [0775 (७? +- 9)/727, ८(४४ -- 9०९) २ /(६१ -।- 99) 4:६४ ८9. 





४2 
70/2) ४ पी43)॥ 
हे ०. 75 6 50 
क 5 (0 / | (४) 


0 (2 
7 (४)४ 
ह। री 4 


| 
(2४० ५ क+ )) | (-६-#8-०, २0), (% रा) 0७ (-६-#8--४, है) | #५ 
'/22 -+-2, 42 2 (3/2-- £--॥7९, ४), (273 ०५),, 432 ( [ --+६ --॥7, 7) 29 


ह 
(23) 
जहाँ उपयुक्त समस्त समाकल सम्उन्धों के लिये यह माव लिया गया है कि ४-0, , 2. .... (3 29 


£ #, ॥7 सभी धत हैं और प्राचल ॥/(/-], 2, ..., 2) सभी 0, --, 2, ...: ?< 2 या #-- (--] 
तथा | ८ [< | या #-- (2-], | 4 |5-] से भिन्न हैं तथा 


९८ (2 (१४) “5 (४))>०0 
पुनश्च, /(४) ऐसा चुना जाता है कि (2-) - (2-3) में आये विभिन्न समाकलों का अस्तित्व हो तथा 
(2')-- (2'3) के बाई ओर की श्रेशियाँ परम अभिसारी हों । 
(2-4) की उपपत्ति: 
यदि हम 


(7, 6)5-005 200 8॥ 62६ 70 0 7. व हा 60%) 
२7० 2 ु 

 ध। [४४१ 8 90%, ८ +2?8 आ। 6४४] (24) 

को विख्यात समाकल में रखें 


| ढ़ | हे ४+9१)9(0/५/ (56१ +9*), 7: ३20 £८ थे) 


न्त्दँ कि ७) 775/7) व/ (25) 
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५ क्र हक 
जहाँ (#)-- ॥|॒ $(7, 0) 48 . . . (2.6) 
तथा >८--># ०05 8, ४-#७ ४7 6 और /+-/* 
0 5 ९? ! 
> यों, [8 #0 शंत्र 6#, ८ #१?3 8 02277] 40 ३५. ट -% 22) 


थि ( * 
हए) 005 22४ 0 शांत 68 +7 7, ( (267) #; ८ जा 6%) 


प्राप्त होता है। 


अब (2-7) द्वारा व्यक्त समाकल का मान ज्ञात करने के लिये ##० को हम घधातांक श्रेणी? 
के रूप में व्यक्त करते हैं, समाकलत और संकनन के क्रम को परस्पर बदलते हैं और इस प्रकार से प्राप्त 
समाकल का मान कौल< द्वारा प्राप्त फल की सहायता से निकालने पर 


7९/2--४) हक (24 |): दे 

प्र /2--0) ७ ०7 ध 

(नल गा 22 है 0 का था 
५ (/४५)४ 


0, ४7 + ! ५ | (--2£-27/0; 2#, 27 ), (6); ०|; 4)4, /#3 : 

प + |, 44-+ ५) क्‍ 89747 

। ह | ( न“ ईै--॥ “४; )६ (8; 9 हि 23॥)75 ] |. कु. 
> मर रे । 
| 
। 


| 
| 
। 





!* 3 ' हम) 


५ 





क्‍ दा 
[१ >्न्० 2७८४ + 
बशते कि 


२४ [26 +-2#(4,/9)) +27([/70) + ]>0(5-4, ..., 7४५; /त्त, «७ 7772) 
(2-5) में (2-8) से प्राप्त #(«.7) का मान रखने पर हमें (2-) प्राप्त होता है । 


(2-2) तथा (2-3) में दिये गये फलों को भी इसी प्रकार स्थापित किया जा सकता है यदि (2-4) 
के बजाय $(७, 6) को निम्तांकित दो कलनों के रूप में ग्रहण करे: 


९3(7', 8)5-005$ 20 8 श॥ 872६ 740 कि ? बह 8] ४7) 
(/१४३)॥, (2 


कया, [8//0 थं) 62, ८/४४४] ८6 ६: ७.३5 नें: 2) 
77 
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तथा 
(4 ,)। 72 . के हि 
;:द्झा 64 
(2४५), 0. कु 
>( प्र, [8/20 आंत 622४, ८ /2?3] 40 $ .# % 720) 


$५(6, 0--आ॥ (2४--) 6 भी #-%* /77, ।( 


3. सम्प्रयोग: 


(2:4) से (2.3) तक समाकल सम्बन्ध में आये हुये फलन /() की याद्वच्छिक प्रकृति के कारण 
४) का सही सही चुनाव करके कई द्विगुए समाकल स्थापित किये जा सकते हैं । 


प्रत: यदि हम 


729 0 


09) बन 077 त्, (3-) 


पा | 


(8/, ०/)५ /# 
९ 


(|,, /.3): (्‌ 
ले जहाँ (3-) के दाहिनी ओर हुये थाया हुआ आ-फलन (2 ), (2:2) तथा (2-3) में फाक्स के 7-फलन 
के लिये प्रयुक्त हुआ है । हम ज्ञात फल के सहारे निम्तांकित रोचक समाकल प्राप्त करते हैं । 


५0 १८0 हर 9 शर्ट प्र (2४) 0 १ .४4/: 
00$ (20॥/ [87077 ८ “अप 5६- «यउ थी, ( 3 20, 2 ह ) 
|, | १० 0० छा जे [न्‍्प्रेगालकर हर (0 2: करीफया 





! 9 (0 9 ०४) 9 
(8) हि 9 | । 874: 2740 ५ 
॥॥ 


7775 0 
रॉ क्र 2 दिन आन तट: 27 मनन रा हु हु ह 
है (४५, धर ' रह पी ) | (खा प+ ए3)68-॥१ ह। (2४ ः (४ 4. २४-०५ | ' धर] 
(7, 4.) ५ 








72 
४7 (॥४,) 
_70/2+2) 7 द्वार ८-४ 
अल हु 0... को का 


ये (५४५) या 
हैं 





| 0, कप नहह-- ) (--26€--2 /॥/९; 2/, 22"), (7. 
48 । 50200 5 [, 4+/27+-2 





हक 20 8 व 58 000 
। 


हे (3-2) 


| के शा 
| क्‍ 477 ८7५ 
| 


जह [7 तथा ४४ क्रमश: 
([-]-० 20; 29% 0४०)फ #५ (वां; ८, 4): ४, 
([-7/-के; 270, 2872%&4% / तथा 
(0 #% ऊीफ ७ ((-87-० 6; 90], »0)),, 


प्र-फलन के समाकल सम्बन्ध और सम्प्रयोग 33] 


के लिये आये हैं वशर्त कि 
क४ [9+/74+/7(4॥/%)+/४(/४>0० ० «56 ही 
(ए-5, 2, ..., 77; /-२7, 2, ..., 772; <5-, 2, ..., 773) 


7॥ १2 श, 
तथा “च्त * (४.3) *» (0,)-- ० कट (4.3) >0, 2227. |: ,१ 6) 
है आर /तत3 उक्त 
| का2 ० [</2 4०, बज हक 6 
५ 2 ( 
< (7.)- >> (0,)>0 ४ 3, «, (४) 
है कोल उच्च 


आर (3-2) के वामपक्ष की श्रेणी परम अभिसारी है । 


कर 278 पट 0 90 «पथ 28 ) 
जय ७, कमल त2//6 पदक जाट मल जम ० 
। | 5 ९00०५ (20 (828 8 ] / 2) (202 +98)787ै+%7 #< (2 (2४), है 9 हह+ उर्फ 


हर (8/, (7 :)7; है 
0 वि त0 20] मा, [007 -->79, ८(७--४7)/१श] व 40 
((; 9 4] )33 ध्‌ 


2 
2 (44| )# 
/ के 8 7# 








8 0 ता 
स्््ट 5+ 4 पव जार खर! ० / 
(2४,)४ 
है 
[( 0, #+ 77 # ही 
| 
074, 4. ' 722 कं पर 
«|... , पु ल्ग्पि 
हज. शा ह8त00 | ([हैं५ ०४ के), (655) #» (+--६-#7१+-०, #) 
8४72, 4५72 / | ((/2--£--#४#, 72), (4), 95))3, (# ((+(६-+# 0 हू) _८_ 
6.72 
(33) 





0 ्र-१ई फ (2 ;) धर 
शत (20 जा ) क्षा 032) (लेपएउशुशब्मड्ुत७ ही) ।( मर हे “न ) 
"० ० / (जज 8, मु आय हल ता 


77, ० (&], (०५)35 2 
रस, ५ | औ+3)) | सा [77% (४ -- 92) 47२, ८(७४-- 9१)?9] व: ६४ 


( 4) 9 4) ) ]5 पथ 
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लि जज ग हा ०-० 
7«»0 2 
(7 (7४ 
हा] 
& 
0, 7३-77 ) | 
077 4, 44-/7“ ४ ता 


>< -+-4, ४५+ 7 | ([ --€--//९ -- ४, +(), (८,, #;)5 2? कै -- ६-//२-- ४४, +£) छः 
272) 49 + 2 (3/2--£+#7९, 70), (4, 9), ३, ([- £-#70 #) ठग 
| 


जहाँ (3-3) तथा (3-4) में आये 7, ॥/ (3-2) में दिये गये मानों के लिये प्रयुक्त हैं: (3:3) तथा (3-4) 
की वंघता के प्रतिबन्ध यह हैं: (3-2) में कथित प्रतिबन्ध तुष्ट हों तथा (3-3) तथा (3:4) के दाहिनी ओर 
की श्रेणियां परम झ्रभिसारी हों । 


विशिष्ट दशायें 


चूंकि (3-2), (3:3) तथा (3-4) के समाकल्य में आया -फलन कई प्रकार के विशिष्ट फलनों- 
बेसिल फलन ०,, %,,, 5हटेकर फलत तथा माइजर का 6-फलन इत्यादि को अपनी विशिष्ट दशाओं के 
रूप में सभाविष्ट करता है जैसा कि गुप्ता तथा जैन? ने इंगित किया है श्रत: उपयुक्त फलन वाले श्रनेक 


समाकल /-फलन के प्राचलों के विशिष्टीकरणा द्वारा हमारे फलों की विशिष्ट दशाओं के रूप में प्राप्त 
किये जा सकते हैं । 


इस प्रकार इस शोधपत्र के (3-2) से लेकर (3-4) तक के सूत्र कुंजी स्वरूप हैं जिवसे कई विशिष्ट 
फलनों वाले अनेक सरलतर फल उनके प्राचलों के विशिष्टीकरण द्वारा दी प्राप्त किये जा सकते हैं । 
कृतज्ञत।.ज्ञापन 


लेखक व्य० के० सी० गुप्ता का अत्यन्त झ्राभारी है जिन्होंने इस शोधपत्र की तैयारी में मार्गदर्शन 
किया । 


निर्दश 
[. एडल्यी, ए० इत्यादि, वराशाश वृपद्या5०७॥१०ाव कतञ८70॥5, भाग । मेकग्राहिल, न्यूयाक [953 
2. गुप्ता, के० सी० तथा जैन, यू० सी०, प्रोसी० नेश० एके० साइंस, 960, 36(५), 595-606 
3. कोल, सी० एल०, प्रोसी० इंडियन एके० साइंस, 972, 75(&) 29-38 
4. मित्तल, पी० के० तथा गुप्ता, के० सी०, वही, !972, 75(&), 7-23 


५४[303 ?87540 /॥१७५53706/37 7?3807/९8 
४०! 8, [० 4, (0८:८096/, [975, 792०5 333-337 
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के० पी० गप्ता 
पी० के० गलसे हायर सेकंडरी सकल, रीवाँ, म० प्र० 


| प्राप्त--मई 27, 975 | 
सारांश 


प्रस्तुत शोध पत्र का उद्देश्य बानाच के संकुचन सिद्धान्त की प्रविधि द्वारा गेज कल्प संरचना वाले 
फलन समष्टि में एक स्थिर बिन्दु प्राप्त करता है। गेज कल्प संरचना का श्रेय रेली (7 को है। इस 
शोधपत्न में सुब्रामन्यन/” तथा अन्य लेखकों (सिंह: तथा कन्नना? 2) के द्वारा प्रयुक्त किये गये बानाच 
संकारक का सम्प्रयोग किया गया है । 


459८ 


फारण्त एछणंक तिरताला गे शिारलीजणा इएछ३९७ 7शेंब्वा्त 40 डिज्वाबलाड एणाएबटां०ा एपरएंए6. 
#29 #%., ए?, 6799, 7. 7, (ञात5$ सांशाकझा 560074&7ए7 8$0700], 7१९७०७, ४. 


पृफ& एपा9056 ० पां$ 92967 8 [0 09970 (6 फि९त॑ एछ07॑. ित्षटा0॥ 80806 9५778 
वुप8४-एकप2० इाप्रणएण जात 96 €लाधांवुपठ  णी उ्लाइणीए5 एगाएबलांणा फरांग्रठ 06. 06 
बृषबं-एब्प2० आएपटापाठ 48 तप [0 रिश्ाएश, वृष पाठ छाठइथा 920०7 6 3079 पा 84870800 
(0907 35 €जएाणाल्व फष् इप्रशाक्षाआब एकल वध शञॉ$ 76067 94067 85 ज़रा 88 029 77५ 
(4प्र॥078 9827] 70 6 877877)) ह 


रेली ने यह दिखलाया है कि प्रत्येक सांस्थितिक समष्टि गेज-कल्प संरचना है। भ्रब हम एक 
अनुरा वास्तविक फलन 9 की कल्पना समष्टि )« में करेंगे जिसकी बिन्दुश: संस्थिति है (जहाँ < तथा 
» अरिक्त ससुच्चय हैं)। यह »* में संस्थिति छद्मदूरी कल्प कहलाती है और 7(/, 8) (२) >४ए००( />0 
8(20) के रूप में परिभाषित होकर #(/; 7)-0 9४5 प्रत्येक / की तथा #(/, 8)(७0<%(/, ॥) (०) +/2(/४,8) 
(2) 3» में सभी तत्वों /& 8, £ की तुष्टि करती है । 


परिभाषा . सांस्थितिक समष्टि (»*, /) के लिये गेज कल्प संरचना परिवार »* पर छद्मदूरी 
कल्प का परिवार / है जिससे कि » का उपग्राधार एक पतवच्वार [8( / 9 ८) :/ ६ 77, 9 ८ #, 60) 
जहाँ #( /; 9, ८ ) एक समुच्चय ( 777 ४25//( £; 8)(0<«८) हो । यदि कोई सांस्थितिक समष्टि (४०, /) 
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की गेज-कल्प संरचना हो तो इसे गेज कल्प समष्टि कहते हैं और (72, /) द्वारा व्यक्त करते हैं । 
इसके अतिरिक्त यदि (92, ») दृरीकनीय हो तो हम मान लेते हैं कि # में केवल ८ रहता है । 


परिभाषा <: यदि (7०, #) ग्ेज कल्प समष्टि हों तो #* में अनुक्रम ( /8) वाम #-कॉँची 
कहलाता है जहाँ प्रत्येक / में # तथा प्रत्येक ८६>0 के लिये #« में / तथा पू्णक # होता है जिससे कि 
(६, /00(०) < ८ जो समस्त ऋ># के लिये है (/तथा #« तथा » पर आश्रित हो सकते हैं । 


उदाहरण : माना कि 75 वास्तविक फलन का [0, ]->7? समुच्चय है और | पर छद॒मकत्प 
दूरीक / की परिभाषा 


पा (/ (2), 8(2)) यदि /(2)>>8(>०0) 


2(/, 8)(२) << 
[| थदि /)<8&(-0. 


द्वारा दी जाती है । 


] [ थे 
यदि हम /॥0055 76. खत्त, 2, ...; 7(/॥(7७) /॥(४))(०) < ४, न रणि #>200 के लिये, 


?-कॉँची नहीं है क्‍योंकि #(/,,, /)--, )% में प्रत्येक / के लिये एक अवस्था के बाद अनुक्रम 

भय कि रे ० दु | रू 

[/॥(2))-- | ]-- हा दक्षिण #-कॉची है क्योंकि 2(/॥(४४),/॥70))(2) < हे ही 3070: 
!पच्न्दे 


और #:>#५. किन्तु 3५ में प्रत्येक के लिये 0(/, /फ)(४)5।, कक्‍्योंक्रि एक श्रवस्था के बाद 


बॉ) 


| ह १० पु गा 
क्र )7>/( ०) ग्रत: ॥ [-- क्र, ही! /-कॉची अनुक्रम नहीं है । 


परिभाषा 3: गेज कल्प समष्टि (#5, #) अनुक्रमत: वाम (दक्षिण ) पूर्ण होता है यदि प्रत्येक 
9 में वाम (दक्षिण ) #-कॉँची अनुक्रम >« के किसी तत्व में अभिसरण करे । 


परिभाषा 4: संकारक गेज कल्प समष्टि (75, /) में कोई संकारक /#£ प्रकार का वाम बानाच 
संकारक कहलाता है यदि / में प्रत्यक # के लिय # का अस्तित्व हो (2 पर निर्भर करता है ) जिससे कि 
0&#<] और एठ में » के लिये #7(/), 7 (/))(0<##( 6; 7( 7 ))(0. 7# प्रकार का 
दक्षिण बानाच संकारक' कहलाता है यदि # में प्रत्येक # के लिये // का अस्तित्व हो (# पर निर्भर) 
जिससे कि 0<#<] तथा फएथ में समस्त / के लिये #(7'५ /), 7(/)(0 € #(५ / ), / )(0. 


प्रमेय : 


माना 7 अपने आप में एक संतत वाम (दक्षिण) बानाच संकारक है जो हाउसडाफे वाम (दक्षिण) 
अनुक्रमशः पूर्ण गेज कल्प समष्टि (9*, /)) पर है तो 7' का स्थिर बिन्दु होता है । 
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उपपत्ति : 


हम यहाँ पर बाम वानाच संकारक के लिये प्रमेय सिद्ध करेंगे और दक्षिण बानाच संकारक को 
छोड़ देंगे । विस्तृत विवरण एक से हैं । 


यदि 2 में प्रत्येक 2 के लिये %« में / है तो ग्रागमन से यह झ्ननुसरण होता है कि 
275४7 ), हा /))७) €#फ ॥ 7(/ ))०: (4) 
माना कि # तथा # ऐसे दो घन पूर्णाक हैं क्रि #>४, और भी माना कि 
2(/, 7(/ ))(20 580० (79), 7(/०))- 
2(/, 7(/ )2(20550% (/६2), 7(/)(:)) (2) 


अमान 


तो 


2(7(/), 7१(/ ))(0<# #(॥ 7(/))(02<€#& 879 (/(), 7(/020)) ((!) और (2) से ) 
इसी प्रकार 


2257) 7"(/)00 5 2 (०), 7०४ /)00) 
डर हक 2(<, 7(४ ))0० 


77--7: 
हु 2 कहमा-। 809 (700, 7(/ (9) 


चूँकि 0€#-<| £ में # से सम्बद्ध प्रत्येक ? के लिये का अभिसारी है ञ्रतः यह वास्तविक संख्याग्रों 
का कॉँची अनुक्रम है । दिया हुआ है कि «0 अतः हम # को कह्वात कर सकते हैं जिससे कि समस्त #>># 
के लिये 2 ४ 509 (/ (0, 77 (0) <«. अ्रतः #(7"(/), 7"( /))00<< समस्त छ># के 
लिये । गझ्रतः # तथा «6:०0 में प्रत्येक 9 लिये हम / को 7४( /) के रूप में चुन सकते हैं और देखेंगे कि 


(7"( /)) वास्तव में वाम 7-कॉँचो श्रनुक्रम है (परिभाषा 2 के अनुसार)। चूंकि (०, ?) वाम अनुक्रम 


से पूर्ण है 7£( /) )* में किसी & से अभिसारी है। चूँकि 7' एक संतत संकारक है, अतः (/#7 (/)) 
प(४) में अभिसरण करता है। [7४+( / ))7० /)) का उपग्रनुक्रम है तथा )» हाउसडाफफ समष्टि है 


जिसका यह अर्थ होता है कि 7( / (20) (>) । चूँकि यह » के चुनाव पर आश्रित नहीं है 


का 
ग्रत: यही अभीष्ट प्रमेय है । 
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उपप्रमेय | : 


यदि गेज कल्प समष्टि ()०, 7) में 2 एक संकुचनशील संकारक हो (#<, ») (अर्थात्‌ प्रत्येक 
7 «४2 के लिये तथा कुछ ऋ) (2पर निर्मर) साथ ही 0< ऋ<, 7(77/ (०), 7 8(७)) €#/(/, 8) (७) 
समस्त _ के लिये ए> में & के लिये तो 9 में 7' का एक अद्वितीय स्थिर बिन्दु होता:है बशर्ते कि #” एक 
वाम (दक्षिण; अनुक्रमश: पूर्ण हाउसडाफं समष्टि हो । 

उपपत्ति : 


यह सरलता से देखा जा सकता है कि 7' संतत है और प्रमेयष ] की संकल्पना की तुष्टि करता है । 
अतः 7' का एक स्थिर बिन्दु होता है। चूंकि 9४ हाउसडाफ है अत: स्थिर बिन्दु की श्रद्धितीयता 
सुस्पष्ट है । 

उपप्रमेय 2 : 

यदि पूर्ण दूरीकनीय समष्टि (॥%, ८) में 7 एक संतत बानाच सकारक हो तो 7" का एक स्थिर 
बिन्दु होता है । 

उपप्रमेय 3 : 

यदि 7' पूर्ण दूरीकनीय समष्टि में एक ऐसा संकारक हो कि 7४ संत्तत बानाच संकारक हो 
जिसमें अधिकतम एक स्थिर बिन्दु हो तो 7' में अद्वितीय स्थिर बिन्दु होता है । 

उपपत्ति : 

प्रभेय | के उपप्रमेव ? से 7 के एक स्थिर बिन्दु / होता है जो ( हमारी मान्यता से ) अद्वितीय 
है । चूंकि 

/ (0577) (0), 7(/) (20 52/४7( / ) (७055) 277 / ))(०४) 

और 7' का स्थिर बिन्दु अद्वितीय है, इसका यही अर्थ होता है कि 7(/)(०)0 नयी) | यह समस्त के 
लिये सत्य है अतः 7(/)[- 


टिप्पणी : यदि 7 में एक से अधिक स्थिर बिन्दु होते हैं तो उपप्रमेय निष्फल हो जाती है । 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


में डा० आर० सी० वर्मा तथा श्री एन० पी० एस० बावा का अत्यन्त ऋतन्ञ हूँ जिन्होंने इस 
शोघ पत्र की तैयारी में परामर्श दिया । 


2 


फलन समष्षट में स्थिर बिन्दु 337 
लिदंश 


कन्नन, आर०, कलकत्ता मेथ० सोसा० 968, 60, 7-76. 
वहीं, अमेरिकन मैथ० संथली, ]969, 76,403-8. 


रेली , आई० एल०, 0 ठलालाथॉशटत एतरााबइलांजा शि्रणणॉ०, रिणएएणा: 8९7०३ 70. 9, 
युनीवर्सिटी आफ आकलेंड स्यूजीलेंड, गणित विभाग 


वही, जर्न० लन्दन मेथ ० सोसा०, 973, 6, 48-87. 
सिंह, एस« पी ०, धृ्योकोहामा रथ ० जर्न०, 969, 7, 6-64, 
सुब्रामन्‍्यम, पी० बी०, जनें० सैथ एप्ड फिजि० साईं०, 974, 8, 4453-57. 


37 8 


४] ]752573 787 5[[830 /॥0 5 46 3॥] ?3£7| [4 
५४०). 8, ।५०. 4, 00८009९/ |975, 73865 339-345 


(5<,), लोमेल, मेटलेंड फलनों के गुणनफल वाले समाकल 


ओ० पी० गगे 


गणित विभाग, राजस्थान विश्वविद्यालय, जयपुर 


| प्राप्त--जून 9, 974 | 
सारांश 


प्रस्तुत शोधपत्र में #-चरों वाले माइजर के 0-फलन अर्थात्‌ 6(४,) तथा लोमेल, मैटलेंड फलनों 
के गुणनफल वाले कतिपय समाकलों का मान निकाला गया है। कई रोचक विशिष्ट दशायें भी दी 
गई हैं । द 


43087 94८ 


पञाह्ट्राबोड वराए0ीशं्रड ॥6 फाण्वाटॉड एण 0(%,), 3,078), फिक्षंपश्ञात एाए05. 29 ७. ९. 
(दबाए, 26080707607 ०] ६ ९70६08, एगञएटाआए ए २०]95.097, उ6एपा', 


पर का5$ 9996७ 5076 ्राध्ष्टानं$ ॥ए0जा8 6 970०8 0 'जलाुदा 6 -फिलाणा ण कफ 
एा40]65 4.6. 0(3,) धात ॥0776, (रात पिरला075 ॥998 9667 एक पद्वडत., 0 प्रण्ाए06/ 
णएी 8085४772 (क770प्ॉ 7 28865 76 8850 2ए27. 


]. विषय -प्रबेश 
खाडिया तथा गोयल तने #-चरों वाले सार्वीक्रृत फलन को निम्नलिखित रूप में परिभाषित 
किया है । 


नी न ([ (८५); (80) 3३ 
पी । का जि (४५) (० ,))/ 


“लक्तन ० शॉट, टम की 
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जहाँ 


72 77 
27 7 (4; रे 5५.) 
नस म्न्ग्ज 


है 
0 3 बल ला मम मम (-2) 
2 धर /॥ | 
४०० चलता 2 30 77 7 (05 0 8) 
_च्च+7/ , है (*ों, 


24८ शक ( 5 
27 7-०] + 52 7 74५ - 0) 5६ 
सन्त ता ६ 











8. /5 
(50) 5 7 जय -++---+ --+++-- --- (-3) 
पी । 7 0; 
व व 520 7 7(0--&/- 5») 
उच्य+४; 5१+ ४; 
77 मी (-4) 
(्ल् 


. ॥) ४ 4. . है 2] # | 
(4, ) द्ारा अनुक्रम ध4], ४५, ..., 4,: (| ०/,, | द्वारा अनुक्रम ८]5५ (29 **:9 ८ ,,] 9 (्त्‌ 9 ८0 «००3 ८०,5 


7: ! 


|; 
“3 03% 5 *० 7», प्रदशित किये गये हैं, (7७) # उपयुक्त कंट्र हैं तथा घतात्मक पूराकि /, 2, /,, 
"5 ीफ 4, 03, 0५, 3 20% # रब, .... ५, ... ४५ निम्नांकित असमिकाशओं की तुष्टि करते हैं 
2४5 को: 
४/(>50 (/८5-, 2, ..., ४) मानों की उपेक्षा की गई है । 
कंटूर 7. 5६ तल में है और अपने लूपों सहित --7०० से --7०० तक विस्तीर्णो हैं और श्रावश्यकता 
पड़ने पर आश्वस्त हुआ जा सकता है कि 7 (६४]- ७५), /, 2, ..., 2४५ के पोल दाई ओर तथा 7(५]-- 7 


न58५/न7, 2, ..., /4॥ और 7६4 +-250), /75), 2, ..., # के पोल कंट्र 7.६ के बाईं शोर पहें जहाँ 
(८०+], 2, ..., 7? 


परिभाषित समाकल (-) (४,) का वैश्लेषिक फलन है बशर्ते कि 


शाह 5६ |< (७-+74/-+- 7-० १५ -- 3(2/-- ३४ - ३//)# (["6) 
तथा 2(+ 74 -+ 2[.)--१+ (2६ + 9+ 7 [2 ) 


(जहाँ //--, 2, ..., #). 
4... संकेतन तथा ज्ञातफल 
अश्रवाल तथा गोयल के अनुसार हम संकेतों का प्रयोग निम्त प्रकार से करते हैं 


ह(0-०7%,, ०(>) 7, (०) (20) 


(2-0) से (2:6) तक उपर्युक्त संकेतनों 
में लिखा जा सकता है : 


लोमेल, मेंटलेंड फलनों के गुरानफल 


7 ९0०00 ८४-7९ (/) 


छ 


(6 ->07/ह क#*! 0) 78,» एए/) एवेकल्ल्ए: (7) 
| 


8५ रँ 


प्र 


* (4-२)7४ 70 (7) 70७ (पते /ए0 केलग,, (/) 


0 


€ब्बा 7, |, (020 ०0) ब४०7५ (४) 


0 


(5) [-4 ७)“ 
हे [ ८-+-7?-- २ 


(+४+शेरत कम न) 277, 


० «०० (६) “४, 


67, 7/4(२) उत्थ (2.2)7/ 423/-3/2 (५८ <7) 
क,५../३, + १३: 52776 १४६ ८-४१ लडक्षा (</222) 

क्र ! श०+ा! ०-2 7. * (08 
कोल लक 0 7 078) हक 2 205 


28-॥-४& हि 


है ॥ 
४, ० (47) क्छ्ाठपयण 59+श४-१५ ?(६-) 


4305५” ॥५ /५ हर 


(ध०)० ह / 


4०0, (४+#/+! +20/ -:2०) 20 तथा /«/ एक धनपूण कि न 


उवी 


(<£) 


(<"3) 


(£“4) 


(2-56) 


(2:56) 


(20) 


(<' 7) 


(<6) 


(2-9) 
(2-0) 


(2:]) 


(2:9) 


2-3) 


(2-4) 


का प्रयोग करने पर पाठक के समाकलों को पुनः निम्त रूप 
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के 28) 7 नह) 
“५ (४४7) ज़्तय्रफ्तपफ्ऊमजक-छ 





धः #९५.__ 8 / 
), ए-+ 3 कई 
रे 2"5 
गा | का. नं 2कातओं है तशकेरं को 
| [४ 
(2-4) लागू होता है । 
५८7(2)/7१7 


ने 
ही (१) न्न्न् छ,88ह+55क १2 हु कक // कफ 0-६१! कर 


) 
) 


2 ॥॥ 
(० ह) 7(5-+/+//+/+ 0) 5 आल 
की >----+-__++र आओ कफ झड़ 
2०50 70 थे! १) ब | )7 (0 गा ऐ हा- 2] पं ०/) गो अधि , | ० | हर | तु न हु 








(४ 
हे 
(८ 
4 
77>0, ०0, 7१(8+2/ +2%) 7० 2, /(/७) < । (2:]0) 
(- )7(34)7727+ "207 7 (06047 ० 0 ?--2# | 20) 


7५ (४0) कक  ्ैएणा । 
(४795 70 + नहर करे न ज्केकाकरी 4क% 5 + 277 करत न के ) 


(2:7) 


,20४०३काइहक/कै४८०७५॥/७३, 


4०0, 7२(०4-७--22) >> --। तथा (४-०0 
--27५* ह 
57 7४११३) 
« 007) 55 कुक्-छाण क (7 0 | ५०) 
४-४ ५ अप 0 आप 
डी 4 ((४ ) 


[ ५) किए टेननिए, ॥कफी? 
। 9 पं 9 (रा 7 50 228 5 र् 


(2'8) 


णु (५ बी 








4>0,0>0, 7(०--2+ 22)7>0 तथा /«' एक घनपूर्णाक है । 
यदि #% धनपूर्णाक हो तो 


॥-3 
4(#52) 5--(247)7 //7-70/87/6-3/5 ह।। (४ न हर (2:9) 
#--0 


3. सुख्य फल जिन्हें सिद्ध करना है : 


यदि (-6), (:7) तथा (2-4) सत्य हैं तो 


८०) 
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हि 24 0, (/५५ (4५), 92५ (8.)| 
ह-+2909 (2४३३)? (2४॥;) * | / नि 
0.५, पक « (729), ((2॥४) 2 । ८६०) | ५ ( ४०५) (3 ) 
यदि (-6), (7), #(8+2/+29)>-2, ५४७/)<, 90, ०>>0, 
तो ग ॥) हे ड््ऊी है हि 77+3, 0- (77%), (7४%) [ 27 है 
केश ५ स्स्ल 4 * 
हे 2५2) ] है 2+3, (+7. ; (77,,) ५ ((॥) [ 2, ह 
(38-37 + है + 27 5):(/ 7 39 - ईु/-+ ३2 -+ ) 
(08+39 + 39 + 7+ -$१४-३//),(4/),88+3/+ है तक 7 ैए बैश 7 १/८ ),(.%)] | 


(०००) (2०% ॥| 


707727/ ( जा हु ) 27 
हि हद बल पक ऊे2ध 
जहाँ. पतन ठृढखजणएया रतिया तय यहा ७) के ड 


यदि (-6), (:7), 7(४-+/४+2)2)२०-, ००0 तथा />० 


। 0...) ॥7+29 (): (१४,.) (२४४) 
तो 4, ५ > (7 । ॒ ++0५ 0#+2, 4+2 ; 00४03 (एफ) 
८29 /“ब 
427[ [#+ 2 +३०+३४+ 3),0/ + >ै +॑ $2-+ ह४/+ ) (49) 
ः ([+#- ३2-३० /य ),( | न $2 7 /न7न-१ ), (8५)] 
बी रे य 
“(५.) (०५) न 
;, (3'3) 
->/2 2/-3 (--)7 (६)///+20/ | कक कर 
यदि (:6), ([-7) तथा 7((४--४+2)9):>0, 40, ///>>0 तथा  घनपूर्णाँक है तो: 
भः धार (): (22॥), (४73) | 42] ] 
४ ्शः ० | | । उू03 050, 4६. (४,) (20,) |: | 
[ दकनें 42%) 
3.8) 


(४ त । न 
४ न एप 


(०) (०). 


हे 0 - ), (40), (#:2)] ] 
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है 72 --2/५* + 
(१) 87 
शक 2 न नम 
हा 0५ २+ उद्वरमड़ाभफकफत ४ -)) | हक आर ह 
#न्च्डे / + टाटट विकसित कक हे कक 
2 (-+ 0-7) 7 7 | 
7 ..] पर! हैं 
उपपात्ति : 
[ डा ] 


(3-) को सिद्ध करने के लिये 6| : को (]-]) द्वारा कंटूर समाकलनों द्वारा व्यक्त 

! हु 
करते हैं, समाकल का क्रम परिवर्तित करते हैं जो कथित प्रतिबन्धों के अन्तर्गत अनुमत है, (2:5) की 
सहायता से आन्तरिक समाकल का मान निकालते हैं, (2:9) का उपयोग करके (-]) की सहायता से 


पुनः व्याख्या करते हैं तो तुरन्त ही (3:) का दक्षिण पक्ष प्राप्त होता है । 


इसी प्रकार (3-2) से लेकर (3-4) तक की उपपत्ति दी जा सकती है । श्रन्तर केवल इतना ही है 
कि (2-]5) के बजाय (2:6), (2-7) तथा (2-8) का उपयोग करते हैं । 


विशिष्ट दशायें : 

(0) यदि #--/#5-45-0, तो # चरों वाला सार्वीकृत माइजर का 6-फलन # एक चर बाले 
४ माइजर के ”-फलत्ननों का गुणनफल हो जाता है इसलिये हमें एक समावाल प्राप्त होता है जिसमें ॥ 
माइजर ०-फलन तथा ला!मेल और मंटलेंड फलनों बता गुणनफल रहता हैं । 


(7) पुनश्च, यदि () में हम एडंल्यी/! द्वारा दिये गये माइजर के 6-फलन की विभिन्न दशार्ये 
लिखें तो हमें विशिष्ट फलनों वाले अनेक समाकल प्राप्त होते है । 


(॥0) खाडिया४ द्वारा दी गई 6(७,) की विविध विशिष्ट दशाओं का प्रयोग करने पर हमें 
फ्फो फोम हा अल ६ 
[3 डी वीक 45 75 ९ तथा # चरों वाले अन्य विशिष्ठ फलनों से युक्त अनेक समाकल प्राप्त 
होते हैं । 

* 7 

(9५) /#550, ०३; 27१ 5 नठ। ०कतड; 77१०-३7 + 39 5२; 2550 रखने पर तथा क्रमश: 
(2-8) से लेकर (2-3) तक का प्रयोग करने पर (2-8) से (2:3) में आये विविध विशिष्ट फलनों के लिये 
समाकल प्राप्त होते हैं । 

(५) यदि (43, 7) नस (४३, ४0 7 (२,»)7०( (2६ ४2 50, पेंथा यदि हम सीमाओं को (2४8, ४) “ले0 
के रूप में लें तो हमें शर्मा? द्वारा परिभाषित ,((४/9) सहित लोमेल, मैटलैंड फलनों के गुणनफलों वाला 

सम हम में में ३३ ६ # 

कल प्राप्ट होता है । ७5) के प्राचलों में तनिक हेरफेर से अग्रवाल?) द्वारा परिभाषित ० में 


समाकल प्राप्त होते हैं । 
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कऊतज्ञता-नजाएन 
इस शोध पत्र की तैयारी में डा० ए० एन० गोयल ने जो पथ-प्रदर्शन किया उसके लिये वे 
बन्यवाद के भागी हैं । 
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खाडिया, एस० एस० तथा गोयल, ए० एन०, विज्ञान परिषद अनु० पत्रिका, 970, 3, 9-20]. 
खाडिया, एस० एस०, पी-एच० डी० थीसिस, राजस्थान विश्वविद्यालय, 97, 

शर्मा, बी० एल०, ७7॥79]5 06८-].8 $0लं८(९ 50677006 66 877056॥5, 965, 79, , 26-40. 
पाठक, आर० एस०, प्रोसी० नेश० एके० साइंस (इलाहाबाद), 965, 35 (2), 24-20. 


9. ७ # ४ ० !-४ 


4.7? 9 


के 


४[]2॥73 787॥50809 /05370793॥ 7?30747८9 
४०]. ।8, |४०. 4, 002:0967', ।975, 7286५ 347-3352 


दो चरों वाले माइजर का (५-फलन: ॥ 


बी० एस० सिघल 
गणित विभाग, राजकीय विज्ञान महाविद्यालय, ग्वालियर 


[ प्राप्त--जनवरी 25, 975 | 
सारांश 


प्रस्तुत शोधपत्र में सिंघल द्वारा दी गई तत्समिका की सहायता से अग्रवाल द्वारा परिभाषित दो 


चरों वाले 5-फलन के लिये अपरिमित प्रसार प्राप्त किया गया है। इसकी उपपत्ति में दो चरों वाले 
0-फलन का एक प्रमेय सम्मिलित है ।! 


5 95६67"80 


(आ भरशुक्ष'5 6-चघिलांण ण॑ जि एथ्ाांक्री65 है. 37 35. ७. डरा, 4060क/पलां र्0ा 
५ दवात679008, (00ए2प्र6त $06706 (0828, 5ज०07.(/. ९.) 


[0 6 976587॥0 03767 था गरएं86 €-5एक8ं०0॥ 07 ६6 (-फमिलांजा ० ए0 प्रध79065 
0८गालत 9ए ७ हाक्ज़था ॥8५968 8८९० 099766 जाता 6 ॥69 छत था तशात्रए डॉएश। ७ए 8॥7श79४. 
पृफ० छा00क्‍700790ण968 ज्ञात 4 प6तणल्त 007 (6 6-पि०ंगठ ० जछ0 प्रशा००25. 


.  भूसिका 


हाल ही में अ्रग्रवाल7) द्वारा परिभाषित दो चरों वाले 6-फलन सम्बन्धी कतिपय विशिष्ट 
प्रपरिमित श्रेणी प्रसार प्राप्त किये गये हैं 


|] (०७) 


९ || हम छः ४95 723 7743 ॥72 डे (५2) (» ४) 
है 4 


पा .] 
8, 6: ४), 5, 9») | | (80) (4') 


| (9); (8%०) 
“लता | 3. |. ४6+706, 7 >प वह ॥, 


“770० 
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४4 /(- €८;-+-£--%) 
जहाँ ५230 ला आज काका नर जा इज उक कलेक 
४ 2[(६-६+ग]) 27 2(68,-+६£/+ २] 


स्‍च्चा 


2 2[&-8] 2/ 7»+/॥ | 7७ -ज 7 7» /+ १) 
(६, १) ञ्ख 








हे 


7 ग्‌ा-8॥+ह शा शा-»-ह॥] एप ग[-8:+ज] । 7[(-%-+] 


है ८८ न. 


तथा 05777 5:०9, 07725 7०, 059 78, 0<:9/5:7, 0<#<:४. 


५ न ५ नि | ४ 
यहाँ पर हमने 0 | फलनों के लिये अग्रवाल के संकेतन/'! के स्थान पर वर्मा के संकेतन/2 का 
प्रयोग किया है । 


लि फि ४ शफ 7779 


883 
0 ० ('2) 


क्योंकि », ,/ तथा 8, 8' प्राचलों को समान संख्या में होना आवश्यक नहीं है । 


प्रस्तुत शोधपत्र का उद्देश्य सिहुल/ द्वारा दिये गये तत्समक के द्वारा दो चरों वाले 6-फलनों के 
हेतु एक प्रसार प्राप्त करना है । 


यदि 2५ (4; 2, 8; ०, ८; 5, 9) #, (८; 9, 0; ८, ८; >, 9) 


00 
44, >0 


हा 4, € : ८--8, ०-०४: 8, ४; । रे 
/ हथ| ४ कल 9 जिननन»»न है 
तो ((-»7*60-»)” #,, , | बत-ऊ9' बरत ला 
ल्‍ (४--०)/2, (६ + ०--)/2 : ८; ८ 
के (८)४४(८)७ 


38).४०० (4४- ८)१/+ 


“4 ॥502८7ए7, 
जहाँ /५ दो चरों वाला ऐपेल का हाइपरज्यामितीय फलन» है तथा 
[(०५) : (2,); (2'/); 
कर 4 । ४2: 403 ( ५ | 


क (।*4) 
(८:) : (4५); (4 ,); 
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हे ॥7 7250 [(८,)॥४+# [((4५)% [व .)], ह#४ | 


जो पूृरणणंतया अभिसारी होता है यदि 


० 


गा 2 77 न्‍ 


(0) 7+4<#--४--] < तथा » के समस्त मानों के लिये 


(0) #+4557+७+ ,%-£7, 2 तथा » के समस्त मानों के लिये उस क्षेत्र में जो | ४ |7/४77-+| 9 [//27?--] 
तथा | ४ |<, | » |<, में उमयनिष्ट है तथा 


(7) 7+455/-+-४--, #5-# क्योंकि | ४ |<!, | » |<: 
जहाँ (८५७) के द्वारा 4,, ८५, ..., 4५५ अनुक्रम का बोध होता है । 


इसकी उपपत्ति दो चरों वाले 5-फलन के साथ सम्मिलित है। 





2. सर्वप्रथम हम निम्तांकित प्रमेय की स्थापना करेंगे । 
यदि 43 (4; 8, 2; ८, ८; 3, >) 7५ (०; 2, #; ८, ०; », 3) 
बन 42४, एज छगें 
24 ४०0० 
[ मा [4, ८ ;: 0, 8: ८--6. ०--8 
शी । | | (७0077 ([-2)//7 (-$)7/- # [4-० 4-०-] 0 
| हि ८ 9 ८ हि 
। 
हा का | रे हि | 
5, > थे? 
4(|-- 4(] - ७ 
32% *&#& १५०(॥ -->) 
| 
2... (2)8/(०05 0 टप+३ ॥३+2५ फरार १०8 
२ न (4-+-८),४+ 4403 0, एल्‍४; हक्श, शक एक ए 


(६५) 
है [7+शी4, ॥ (१४); ०+, /५ (१४० 
(9,.), ०+32#/-- |», ० +2४-+-7 
दि (9): (85) छा 
(2-) को स्थापित करने लिये (.3) को गुणक 


सककमा+ा०पाणयपपा॥ डएेनकमाक कृम-अक “कार. धीम-+७+ मापा है>-+८+0आ०ऊ+अ मय. 





)५०८(। --9) 
(५७)7- ([--४)/7 (--»9)/7 6 । 





१५०( -->) 
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द्वारा गुण। करते हैं और सीमा (0, ) में 2 तथा 9 के प्रति समाकलित करते हैँओर दाहिनी ओर 
समाकलन और संकलन के क्रम को परिभाषा (!-) के साथ साथ परिवर्तित करते हैं तो हमें दाहिना 


पक्ष प्राप्त होता है । 
दाहिना पक्षः 


र 
_ $ 0000 ५, है ( अलमलाकलआन त-ह- 
॥४,/-० (४-८) +प्र 0.0 


2५७(--9) 


>&([-9)”7? 0 । क्‍ ध्ंड 4० 


0५ १( --») 


5 हि अकक (४6-08, २) 


४.० (4८-+८०)३४-४ 
हा | | अऋण्नखआनहुंना छुण्ककग-ा (]--४)/777३ (| -- 9)/7४77 धंड 4४ ८६ ै॥, 
0५००0 


आन्तरिक परिमित समाकलों का मान निकालने पर तथा (-]) की परिभाषा का उपयोग करने पर हमें 
तुरन्त ही (2') प्राप्त होता है । 


3. यदि हम (2-) में, 7-८, ("5८ तथा 45-८0 रखते हैं तो हमें निम्नांकित रोचक समाकल 
प्राप्त होता है: 


/५०८(। --9) 


४ [६ (७०)77 (- 2)657 ((-9)7०7 6 । | आप (3-) 


थे 904 -- 2) 


ते (८),/(८ ) ४ 2, 72+33 ४५+-४, 77] , 7772 


आप जप न अर व जी की हु 


(६५) 
तय एनीडी4, 7, (१४); ०-2, ७, है 
जे. | है॥ (9५) ०नीरी4-+॥७५ ०? +२रैं +7 
(89); (92) 


उपयुक्त प्रकार से बाई ओर का मान ज्ञात करने पर हमें अ्रभीष्ट प्रसार 


दो चरों वाला माइजर का 0-फलन 


35] 
४ आ३+ड, 79+2, 745 7: शैप 
ञ् (८)॥४(८)४ >.!६ 729 हे 3 रे हा हा 
ई+ 42 « ई7+४2]3 <+४3 97 
मा आम 25 24% 300७ न 
ढ 
लि 
(६/) 


| 

! (० 24, 7५ ()४) 9 ०--२*ं, ला । (7) 
| 

| (0,), ०-२24/७, ०--2४--7 

कह! (85%) 


(६/) 


हा 0, 7--८ ५ (9४); 9, (४77 ७०, है 


75 शवक3, 72+35 77749 77:92 
7 [7+2« 77+3)9 3+23 [7५ 7] 


हर (6५), ०न/४-7०0, ० न 7८ ०३ 
(9); (85%. 


प्राप्त होता है । इस प्रसार को सम्बन्ध [, 9. 539 के प्रयोग द्वारा एक चर वाले माइजर के ०-फलन 
से सम्बन्धित परिणाम में परिवर्तित किया जा सकता हैः 


63 ?74, 7 ॥4, | “ 


(8/); (४ | 





0, 759 775 4 5 


५०3>>क 





(8५) 
पा 4 (७५) हि (|--9४) 
तक 5 ह | 0 | ; (4:27) 
7 7(-#9) का 

है कई 


सम्प्रयुक्त गणित की समस्याओं में प्रयुक्त होने वाले अ्रनेक विशिष्ट फलनों को 6-फलन के द्वारा 
व्यक्त किया जा सकता है (देखें [2, 070. 29-222] तथा [6, 97. 225-230]) । इस प्रकार प्रसार (3-2) 


को ऊपर दी गई सारणी का व्यवहार करते हुये सार्वीक्षत हाइपरज्यामितीय फलनों के रूप में व्यक्त 
किया जा सकता है । 


कतज्ञता-ज्ञापन 


ब्ड 


लेखक डा० बी० एम० अग्रवाल के प्रति आभार ब्यक्त करता है जिन्होंने पथ-प्रदर्शन किया । 
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डोलोमाइटीभवन में अविलेय अवशेषों की सार्थकता 


राय अवधेश कुमार श्रीवास्तव तथा महाराज नारायण मेंहरोत्ना 
भौसिकी विभाग, बनारस हिन्द विश्वविद्यालय, वाराणसी 


| प्राप्त--जुलाई 5, 975 | 
सारांश 


प्रस्तुत शोध-पत्र में विभिन्न भूवेज्ञानिक तथ्यों की सहायता से सोन घाटी में विगोषित सेमरी तंत्र 
(विन्ध्य परासंघ) के फान चूनाश्मों की डोलोमाइटीभवन प्रक्रियाओं में अविलेय अवशेषों तथा मृत्तिका 
खनिजों की सार्थकता कीं विवेचना प्रस्तुत की गयी है | अंततः इस निष्कर्ष पर पहुँचा गया है कि फान 
चूनाश्मों की डोलोमाइटीभवन प्रक्रियाओं में अविलेय अवशेषों और मृत्तिका खनिजों की कोई साथक 
मूमिका नहीं रही है । तथापि इन शैलों में डोलोमाइटीमवन शैलीमवन प्रक्रियाश्रों की सहसामयिक है 
तथा मग्तीशियम का संमावित स्रोत सागर जल ही रहा है । 
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डिाएएॉगिएक्ञा८6 50076 72४ंतार थे हणेणाआंएशशांणा, 27 7, 3. &. छए88998 870 
७, 'चै, ७७॥70098, [289क77706॥ 07 (5600029, 8५83 निगातत एफाएशशआए, फ्ाक्ाध४ं, 


व्‌॥6 छार्था 9380967 (6858 जार [6 अंशा0६706 ए ग80प्र)08 7९४76 37064 09फ% 
ग्राएश।$ हर (6 970068$ 0० 8006फरंएर7079 ण #द्वणा ॥658006, 0007श78 ६0 6 96ग77 
शए0779 (प्शावाएका 5फ्रण87000), ण 80 एथीहए उच्शाणा, मां पाठ ४679 एणी एथशा005 
826०6 6वा 4803 ॥ 83 >667 0070प7568 (9०६ ॥7800796 ए९४5४76 था ए०४ए ग्रां760४88 8४6 
90]8ए6० 70 आअंश्णाठ्क्षया 7008 49 06 (0]0्रॉारबाएता एी क्पा वक्राढ8076... 76 6007778- 
0 483 ०07रंय007868003 जाए ठ982076885 6 06 ए0589]8 50प्राठ8 ० ४8 ए88 6 568 
४867 73०ॉ#[|. 


कार्बोनिट शैलों में अविलेय अवशेष के रूप में विद्यमान मृत्तिका खनिजों का डोलोमाइट खनिज 
की उत्पत्ति एवं डोलोमाइटीमवन प्रक्रियाओ्रों पर पड़ने वाले प्रभावों पर पिछले दशकों में महत्वपूर्ण 
अनुसंघान हुये हैं। काहल/! तथा जेत? के मतानुसार मृत्तिका खनिज का्बोनिट अवसादों के डोलोमाइटी- 


भवन में मंग्नीशियम के संभावित स्रोत होते हैं। तथापि इन मभूविदों को अविलेय अवशेष तथा 
4&? 0 


354 राय अवधेश कुमार श्रीवास्तव तथा महाराज नारायण मेहरोत्रा 


मैगती शियम की मात्राओ्ं में सीधा सम्बन्ध प्राप्त हुआ है | परन्तु इन विचारों के विपरीत हेटफिल्ड तथा 
रोहरवाकर डोलोमाइटी मवन में मृत्तिका खनिजों का कोई कारण या प्रभाव नहीं मानते एवं अविलेय 
अवशेषों का निश्षेपण पर्यावरण में विशुद्ध यांत्रिक कारणों से कैल्सियमी अवसादों के साथ मिश्रित 
बतलाते हैं । 


प्रस्तुत शोध-पत्र में इस प्रकरण' के श्रध्ययत हेतु सोन घाटी में विगोपित बिन्ध्य परासंघ के फान 
चूनाश्मों (श्रीवास्तव तथा महरोत्रा//) का चयन किया गया है। फान चुनाश्म जीवाश्म विहिन 
डोलोमाइक्रोस्पेराइट प्रकृति के शल हैं जिनमें स्ट्रोमेटोलाइटी एवं शैवालीय संरचनाएं विशेष रूप से 
उल्लेखनीय हैं। रासायनिक विश्लेषण, विभेदक तापीय विश्लेषण, तापीय भारात्मक विश्लेषण, अवरकक्‍्त 
अध्ययन एंव एक्स-किरण विश्लेषणों द्वारा इस बात की पुष्टि हुई है कि ये शेल कलतियम-मंग्नी शियम 
कार्वोतिट यथा एक४2(०0,), हैं (४४0 7:50 प्रतिशत) तथापि इन शैलों का प्रमुख काबनिट 
डोलोमाइट है (मेहरोत्रा, श्रीवास्तव एवं सिन्‍्हामहापात्र ४? 2) । 

फान चुनाश्मों में अविलेय अवशेषों की मात्रा 4४ से 43 प्रतिशत के बीच पायी गयी है। जिन 
प्रतिदर्शों में सिलिका की मात्रा अधिक रही हैं उनमें श्रविलिय अवशेषों की मात्रा भी अ्रधिक है। 
साधारणत: गाद एवं मृत्तिका की मात्रा (30:55 प्रतिशत) बाल (2-95 प्रतिशत) से अ्रधिक है 
(चित्र ) | बालू अंश का द्विनेत्री सुक्ष्मदर्शी से अध्ययत करने पर दूधिया रंग के कोणिक तथा उपकोणशिक 


करमॉनेट 
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फान आऋताइम , बालू, गाद- मान्तिका अवशेध शव कार्मोनिट आतनिशवल 


क्वाटंज करों की बहुलता मिलती है। कुछ क्वार्ट्ज कण ला लिमा लिये हुये भी दृष्टिगोचर होते हैं। चट, 
मस्कोबाइट, बायोटाइट, टूमेलीन, जरकान तथा हेमाटाइट एंव मैग्नेटाइट इत्यादि के करा भी प्राप्त हुये 
हैं । मृत्तिका अंश के एक्स-किरण विश्लेषण द्वारा इनमें बवार्टज (4-26, 2-282, -672, :38] 4) तथा 
इलाइट (3.882, 2:23, :298, [:245 .4) की उपस्थिति ज्ञात होती है! 


डोलोमाइटी भवन में अविलेय अ्वशेषों की सार्थकता 355 


फान चूनाए्मों के प्रतिनिधि प्रतिदर्शों के (४0 प्रतिशत तथा अविलेय अवशेषों की प्रतिशत 
मात्राओं के आपसी सम्बन्ध की जानकारी हेंतु उन्हे चित्र 2 में आ्रालेखित किया गया है। इस आलेख 
से स्पष्ट है कि इन दोनों ही प्राचलों में कोई सम्बन्ध नहीं है तथा ये प्राचल अभियमित रूप से बिखरे 
हुये हैं। यह सम्बन्ध इस बात की पुष्टि करता है कि फान चूनाश्म के मैस्ती शियम की सात्रा पर अविलेय 
अवशेषों का कोई सीधा तथा निर्णायक प्रभाव नहीं है । इस प्रकार के व्यवहार के लिये निश्षेपण की 
विभिन्न मौतिक-रासायनिक प्रक्रियायें तथा मातृश्नोत की प्रकृति उत्तरदायी हैं। अविलेय श्रवशेषों का 
भ्रधिकांश मातृत्रोत द्वारा 'विशुद्ध यांत्रिक' प्रक्रियाओं हारा निक्षेपण स्थल में लाया गया हो सकता है । 
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72 
एल. 
#ह. आलेशन (44#०2 के उपनझे ) 


फान अआअनाशइम : अधिलेय अनरोष तथा #7 सम्मनन्‍पता 


हेटफिल्ड एवं रोहरवाकर ने अपने महत्वपूर्ण शोध-पत्र में इस बात का उल्लेख किया है कि 
पेलियोजोइक शैलों में बिद्यमाव उच्च डोलोमाइट तथा उच्च अविलेय अवशेषों के सम्बन्ध भी इसकी पृष्टि 
करते हैं कि अविलेय अबशेषों की डोलोमाइट की उत्पत्ति में कोई सार्थक भूमिका नहीं हैं तथा डोलोमाइट 
प्रारंभिक या सहसामयिक उत्पत्ति के हो सकते हैं जो कि युणात्मक तथा परिमाणात्मक दृष्टि से अपरदी 
पदार्थों से मुक्त हैं । साथ ही रीवरी' के मतानुसार सागरीय चूनाश्मों में मृत्तिका खनिज अ्परदी उद्गम 
के होते हैं तथा इनके उद्गम की संभावनायें पश्च-शेलीमवन प्रक्रियाश्रों से सम्बन्धित हैं। चूनाश्मों में 
इलाइट जैसे मृत्तिका खनिज, जो कि फान चूनाश्मों में भी विद्यमान हैं, तत्रजात भी हो सकते हैं जिनका 
जन्म महाद्वीपीय उद्यम के अपक्षयीत खनिजों के रूपान्तरणा स्वरूप होता है। कल्सियमी पर्यावरण 
में इलाइट की नवीन रचना की भी पूरी संभावना रहती है (मिलोटस)। श्रतः फान चूनाश्मों में 
मेग्नी शियम का सख्त इलाइट नहीं हो सकता । 


सीन सथा गिन्सवर्ग/» ने भी ऐसे निक्षेपों का वर्णान प्रस्तुत किया है जिनमें डोलोमाइट कैल्सियम 
काबनिट पंक के सहसामयिक प्रतिस्थापन स्वरूप जनित होता है। ऐसी परिस्थितियों में डोलोमाइट की 
उत्पत्ति के लिये मेग्नीशियम की प्रचुर मात्रा सागरीय जल की केशिका क्रिया द्वारा बराबर मिलती 
रहती है । सेच्डर तथा फ़िडमेन ने भी इसी प्रकार की क्रियाओं का वर्णन किया है । अत: यह कहा जा 
सकता है कि फान चूनाश्मों में डोलोमाइट की उत्पत्ति के लिये मेग्नीशियम की प्रचुर मात्रा सागर जलसे 
उपलब्ध हुईं होगी । 


356 राय अवधेश कुमार श्रीवास्तव तथा महाराज नारायण मेहरोत्रा 


वैसे तो आज भी डोलोमाइट का उद्भव एक विवादास्पद विषय है। साधारणत: डोलोमाइट 
खनिज सहजात, पश्चजात तथा शैलीभमवन प्रक्रियाओ्रों के करण जनित होते हैं। सहजात प्रक्रियाश्रों से 
जनित डोलोमाइट के साथ वाष्पजन (एवोपोराइट) खनिज उपस्थित मिलते हैं। परन्तु सोन घाटी में 
अभिलक्षणी वाष्पजन खनिजों की अनुपस्थिति के आधार पर डोलोमाइट के सहजात उत्पत्ति की 
संमावनाएं नहीं के बराबर हैं। पश्चजात क्रियाश्रों द्वारा जनित डोलोमाइट सामान्यतः: संरचनाग्रों द्वारा 
नियंत्रित होते हैं परन्तु फान चूताश्म संरचनाओं द्वारा नियंत्रित नहीं हैं । श्रतः इन शेलों में डोलोमाइट 
पश्चजात उत्पत्ति के भी नहीं हो सकते । डोलोमाइट के झाकार-प्रकार संयोजक पदार्थ की प्रकृति तथा 
कल्साइट अन्त्विष्टों के अभाव जैसे गठनीय अभिलक्षणों के आधार पर यह कहा जा सकता है कि फान 
चूनाश्मों में डोलोमाइटी मवन प्रक्रिया शेलीभवन प्रक्रियाश्रों के साथ-साथ प्रारंभ हो गई थी। अभिनव 
काल के का्बोतिट अवसादों के अध्ययन (वार्थस्ट 7०) के आधार पर यह कहा जा सकता है कि प्रॉरभिक 
काल में फान चुनाश्म मुलायम अश्न॑ंहनित काबनिट पंक के रूप में रहे होंगे । इस काबनिट पंक में श्रति 
सूक्ष्म साइज (--4 मइक्रोन तक) एरागोनाइट खनिज की बहुलता रही होगी । शवाधान के परिणाम- 
स्वरूप काबबनिट पंक का अधिकांश जल धीरे-धीरे कम हुआ होगा तथा साथ ही इन शलों में संहनन 
प्रक्रिया प्रारंभ हो गई होगी। कालान्तर में पर्यावरण की उचित परिस्थितियों में एरागोनाइट का 
विभिन्न क्रिस्टल सममिति तथा संबठत वाले डोलोमाइट में रूपान्तर हुआ होगा । परन्तु इस रूपान्तरण 
प्रक्रिया की व्याख्या कठिन है | कालान्तर में डोलोमाइट का पुनक्रिस्टलीमवन भी हआ है जिसके परिणशाम- 
स्वरूप अपेक्षाकृत बड़े साइज के कण निर्मित हुये हैं । 


फान चूनाश्मों में विद्यमान शवालीय आक्ृतियों यथा शैवालीय ऊग्नोलाइट, शैवालीय परिपपंटी, 
शैवालीय तंतु तथा स्ट्रोमेटोलाइटी संरचनाओं को शैवालीय उत्पत्ति (वुल्फाप) का माना गया है । 
अ्रतः फान चूनाश्मों के शेलीभवन में शेवालों की भूमिका विचारणीय है। छिछले सागरीय जल में जनित 
चूनाश्मों में शेवाल सीमेन्टीकरण तथा अश्मीमवन जैसी प्रक्रियाओं में महत्वपूर्ण हैं। परन्तु क्या शैवाल 
मग्नीशियम के भी स्रोत हो सकते हैं ? इस समस्या की विवेचना अ्रभी भी अपूर्ण है। सामान्यतः 
शवाल सतह पर तथा आन्तर स्तर जल में रासायनिक परिवर्तन उत्पन्न करते हैं तथा साथ ही साथ 
भ्रपरदी पदार्थों को आवृत कर लेट लेते हैं जित्तसे सीमेन्टीकरणा प्रक्रियायें तेज हो जाती हैं। स्कीनर/ 
ने कुछ सीमा तक डोलोमाइट की उत्पत्ति में शेवालों की भूमिका की विवेचना की है । 


डोलोमाइटीभवन में अ्रविलेय अवशेषों की सार्थकता की विवेचता के उपसंहारस्वरूप यह कहा 
जा सकता है कि फान चूनाश्मों की डोलोमाइटी भवन प्रक्रियाओं में मृत्तिक' खनिज इलाइट तथा अन्य 
अ्विलेय पदार्थों की कोई भूमिका नहीं रही है तथा मैग्नीशीयम का प्रमूच स्रोत सागर जल ही 
रहा है । 


कतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक प्रो० सुरेन्द्र कुमार अग्रवाल, अध्यक्ष, मौतिकी विभाग, काशी हिन्दू विश्वविद्यालय, का 
प्राभारी है जिन्होंने विभागीय प्रयोगशाला्ों में कार्य करने की सम्‌ चित सुविधा प्रदान की तथा हमारा 
उत्साहवर्धन किया । 
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४-चरों वाला सार्वोकृत फलन-ा] 


एस० एस० खाडिया तथा ए० एन० गोयल 
गणित विभाग, राजस्थान विश्वविद्यालय, जयपुर 
[ प्राप्त-मई 0, [973 | 
सारांश 
प्रस्तुत शोध प्रपत्र में #-आंशिक अवकल सरीकरणों का समुच्चय दिया गया है जिसकी तुष्टि 
४-चरों वाले माइजर 6-फलन अर्थात्‌ ०(७,) द्वारा होती है। विभिन्न विचित्रताओं के लिये हलों की 
विवेचना की गई है। 6(७,) तथा ग्रन्य हलों के मध्य पाये जाने वाले सम्बन्ध भी दिये गये हैं । 
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(9 8 एशाश'क्रींडस्त पिाएाएा छा का एब्लांबरोऐऔटड (॥8) : 297 95. 5. 77080ए9 2870 6. 'थ 
(30५8, ॥206798/॥77676 0 शव्वा267004705, शग्राएडशआए 0 २०8]8547, उध्ांएपा', 


6 छा65६7 ए4०७श' 2ए85 6 560 0 का फछ्णांडं तारिशिदाबिं ध्वुप्रधा0०05 उधाजीरव॑ 99 
एटाॉहाः ए ए-चिलाता ण का! पद्दा8०065 एा5.0(5,).,. ॥॥6 30 परतणा5$  एक्क४०ए5 आंग्रशरपॉधय85 
8769 (0, 0, ..., 0 #४ 7763), (0, 0, ..., 07-॥व (763, ००), (0, ००, ००, ..., ॥-[_ ४ग्रा८5), 
(००, ०0, ..., 7-0॥785) (6 ६08 गप7967 0 धंाश्पाविएधं55 छाए | ! ) ॥98ए78 096०॥ 5075820. 
२८]४॥४०॥5 528एढ९टा) 0(5,) थात 0#67 50![पञ0॥$ 876 850 2५6०. 


4. भूमिका : 


खाडिया तथा गोयल (970) ने #-चरों वाला माइजर 6-फलन अर्थात्‌ 6:४,) का सूत्रपात किया 
हैं। 6(»,) को निम्नवत्‌ कुछ भिन्न रूप में लिखने पर 





४ ठ 0; (2४%,४)) | [(4५); (2५)) ! अल 6 ही तेल) 
७(७)००/, (| एफ, टह | एिंए (( ८8) ॒ 22 के 2 2 ३ जे क क 





जा 
जहाँ पुनरादृत पादाक्षर से # तक के योग को अर्थात्‌ & 5४775& को प्रदर्शित करता है । 


360 एप्त० एस० खाडिया तथा ए० एन० गोयल 


॥7 2 ( ना 
एक 70-०- आफ पा 7'(#+ग | | 
$(5:0) २ हि 7(4|+ ४0४) | | 7(]-|- ४७) रे (8; +»+ (-[) 


!! बी 7! रा 7५]-- ८४. _. 
४6७ (४809% (72 | रह , 5 : । 7(८#॥+अ) हा! 7(६४/--5/) | | /(--८४;- ७) 


4८ तो 
7 20-०6 + ४0 | (-2) 
43+रे+ 
7 4 १9 7 2 2 हे 

(8५) से अनुक्रम 0, 9२ 09 3 295 (०५), से अनुक्रम 23 28583 "3 कई 25 2५ 3 "७९ 8775 
लत हे ८३ ३ कक ८; प्रदर्शित किया गया है । (7.७) # उपयुक्त कंटूर हैं तथा धन प्राक 2; 2५ २ -.. 
7); 4; 0॥, 0०% :**३ 0; 77; 244, 249, -*-३ गै4॥; और रैंक "०-७ ४, निम्नांकित अ्समभिकाओं को तुष्ट 
करते हैं 

7>0; 420; (0/):2; 0<(0४/2< (720); 7 +(?/)&€4 +(0:);::ल्‍-5, 2, ... ४... ('3) 
तथा 0<(/)<(7;) से तात्पयें असमिकायें 0&॥4, ४; 0&॥,577; .... 05:0४५5४॥ हैं। 
(०४)750 मानों को बहिष्कृत किया गया है। 

रिक्त गुणनफल को के रूप में निगर्ित किया जाता है। कंटूर /# 5 तल में रहता है और लूपों 
सहित -7०० से + 7० तक बिस्तीर्ण है जिससे भ्राश्वस्त हुआ जा सकता है कि <(-- #प- ४0 / 5 १ 
2, ... 4: तथा  (ध।+ ४5५), /क, 2, .... ४? के पोल कंटूर ४. के बाई ओर पडें तथा ॥((4 - ४(), 


75-, 2, .... //| के पोल दाईं ओर पड़े जहाँ इसके बाद से /-०, 2, ..., ४ 
फलन 6(»,) निम्नांकित प्रतिबन्ध-समुच्चय के अन्तर्गत (७) का वेश्लेषिक फलन है 
| था8 20 | <(+/4॥+ 7॥०- ३2- 5 ३ ९0 ५ 9/2-7५4)7 
20-+-२4॥ 4 0)):०४ | 4१+2/+ (2॥; /(", 2, ... !! (।*4) 
2. बवकल समीकरण 
0 .. ध ' 3, कर 
यदि 0४7००४ ४... तो 0(७४05-॥ (मान लें) के द्वारा तुष्ट होने वाले # आंशिक अवेकल 
समीकरणों के समुच्चय को निम्न प्रकार से लिखेंगे 
2? (2/; 
( - 7 [>> | | , ४; . रा (00;--4/--) हि (0//--८£;-+-4) 


4 (2/४ 0 (8 
- ह (0॥+0%-) 47 (6:--4/४)॥--० (9) 


शक 


डे 4 2/ 
(8) को प्राप्त करने के लिये | (0७-०४--१) ।४ (8/--००+-) तथा 
रा हर 


6 0/ 
7 0४+2/-!) रॉ (0६-५७) 
हि सच 


7-चरों वाला सार्वोकुृत फलन-7 36] 


को 6(७,) पर संक्रिया करते हैं, 7"(2)7(-2) 5# ००४८० (72) का व्यवहार करके सरल करने पर (8) 
प्राप्त करते हैं । 


3. (29) से हमें पता चलता है कि (0, 0, .... बार) (0, 0. ..., #--! बार, ००), --७ (0, 00, 
००, ..., #--7 बार तथा (००, ००, ..., /“वार) ही एकमात्र विचित्रतायें हैं और इनकी कूल संख्या #+4% 
> या < 4-0; प्रतिबन्धों के अन्त्गेत ४! है। किन्तु यदि #+7;-4-९29 तो बिन्दु 
(--)-/ '#,-१४-३४-5६ समीकरण (#) का एकमात्र बिन्दु होगा । हम इस एकमात्र बिन्दु के प्रतिवेश 
(पड़ोस में) हलों क!| मौलिक समुच्चय खोज पाने में असमर्थ रहे हैं । समीकरण (४) में (00, 00, ..., #-बार 
पर हल प्राप्त करने के लिये && को (४): द्वारा; (0, 0, ...,४-- बार ००) के लिये ७४६... को ४/... द्वारा 
तथा अंतिम अर्थात्‌ », को (/%५) दवरा (००, ००, .... ४-- बार, 0) के लिये (४/-.,) को (४/-.,)7 द्वारा 
गौर अन्तिम भ्रर्थात्‌ 5० को 2७ द्वारा प्रतिस्थापित करते हैं। 


4. (0, 0, ..., “बार ) पर हल 


४. 4... # 2 
#बज्ते एज 23 4 । 7 (7 4') 
माता कि दम (80) “7 (+ ;६/ (44 


जहाँ #,, ॥,, ..., ४५ #-उपयुक्‍त स्थिरांक हैं। (4-) में से समीकरण (#) में # का मान रखने पर 


हा 
ञ्ख 


5 5० 2 7६ 
(--)2772॥-0४7-४/०२४% |, ४2 77 ((80६- /फ) + ८;-। पा हे (2:-+7%-८८5-:) - (2). 
(६7220 हल 


72 ॥|;+ € ८0 ध्‌ 
4 (>0/+४8) . ४. आओ  आ +5//) 4 2/-74) 
0चब्न ४! (६) न्न्छ कच्चा 
6 #% ह 
९0६ ) हीं (&ि४० 
7 (#+#8:-4५) 4(७) 77 (२४8. 0 (4-2) 
है 057 
निकाय के क' घातांकी समीकरण 
है (2९ ) हैं 
77 (न ) 2 (४-०)5-0 हैँ । (473) 
जय पा 


समीकरण (4-3) से #,, 8५, 83, -.७ /7% प्राचलों के सम्भावित मान-समुच्चय निम्नवत्‌ प्राप्त होते हैं: 


तत्व; यदि &,5-] 2, ..., 8; ##₹7, 23 *-७ (शा: 
8 --0 यदि /£-, 2, ..., (४ - !); #४5- -- 2] यदि /७], 2, -.., 4 
(75 --8; यदि 7--, 2, ..., 4; £,2 ६7१0 


(474) 


...०००२८+: 


(42) से हमें निम्न समीकरण प्राप्त होगा: 


“40 29 2 84 "5 ई-प8 हीलफ इिफक "ड़ डा 


49.५ 22? *१*१'? डा 
37 
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है 7 । 2 
न | 4 (/॥४न- शक + 4/--) का (/४+-8%- ०; +- ।)| | कह (॥.८+-8/&-7 2) 
च ल बल 


(2/# -2 
# 84 (॥/-+- 8/-- 4६; -+-3) । . (++ )7+#7/॥-३४-/४ २ ६ (45) 
लि 


(45) से हमें 


हा, ,+ 74 7 0-७... 
दि #+4:-) ३ कर (रा (४;- ८४] 4: )»%| 





4६७७) न्‍+ पे [((-])#0-ए-४४-०॥ ४] , 2 (4-6) 
ष्प्प्य 


| 7 ( 0# हे 
[ (४+2) (६ 77 | 7 (॥-4५5+] )॥४| 
च् द््य "च्य 
प्राप्त होगा जहाँ ८' ऐसा स्थिरांक है जो (8,) से मुक्त है । अरब (4.4) तथा (4-6) से समीकरण (89) के 
निम्तांकित सामान्य हल प्राप्त होंगे जो बिन्दु (0, 0, ..., # बार) के निकट बैघ हैं । 


]॥ न ॥+य 7-02 + २४ 
क्रन्क ॥7 (मान 2 5.3 म; (4-7) 
द्त स्स्ल्ड 
जहाँ ॥/--, 2, ..., 2५; 55।, 2, ..., ह; 855, 2, ..., 4 तथा 24 द्वारा 4(2,) के मान सूचित 
होते हैं जो (4-4) में दिखाये गये #, के संगत मान (4-4) हैं। (4-7) में समस्त 7;%* रखिकत: 
स्वतन्त्र हैं जिसके फलस्वहूप एकाकी विन्दु ( 0, 0, ..., “-बार ) के आसपास हलों का मौलिक' निकाय 
वध है । 
5. (००, ००, ..., #बार) पर हल 
हम कल्पना करेंगे कि »--2/->4-- 02% यदि #--, 2, . .> 7 था अवब्कल समीकरणों # में 
४; के स्थान पर (४:)-१ £--, 2, ..., ४ रखेंगे और अनुभाग # की विधि से हल करने पर हमें 
निम्तांकित हल प्राप्त होते हैं: 


रा ) 
के (2४ )-7% 6/- (2५ 
£ हे हर - |)4+/2॥/-॥-२४)/-०४,,+2) 
८; हगं । ९2) । [-- ८५ -+- ( 24] हे । ्ध्ज 
4-8 हा । [ श ) # 4 हे २८३ 
२5 2... (ए-+-2)--<०//- (५७) 


/2 79 
(४,) - | 2 | 


बा 


५ 66, ०7 (0५) 
6 
(जा । ? कि रा 4 ॥ पं धं | न 68 _ का 
्ः 4] 27 कि 5- 
रा 4 धन 5३ (4/) 


(?,) (203) 


४-च रो वाला सार्वक्रित फलन-ा] 363 


जहाँ (2५) घन पूर्णाक हैं, #(--, 2, ..., 2;(75-, 2, ...,#) तथा (#,)--, 2, ..., 7. 


6. (0, 0, ..., 0 ४7--7 बार, ००) पर हल 


माना कि 9+7%<9+ 0: (८-], 2, ..., #-) तथा 9 +2:>4+ (2: समीकरण में >, को 
2७ 7 के द्वारा प्रतिस्थापित करने तथा उपर्युक्त विधि से हल करने पर हमें 


| 
गा ध 
# बक्से 228 8५ (2६%) # 5 20 00 हर ४9५ ० 4५ ) न++2£< का (२५ पी डी 20 4; 
मई है न्त्त 
| । | 2--9 ७ (बा 4 डे 
है बुत ४० 5, गे लय 22 हे 4५. र्ड ८५, 


छ(> 0 0808 6 3.0. अलदक ह" 
29 प१5._ 99 ञ 23--] १ हम ह। । 


ि (४ 6 250, 85 7 7 लक ] 
हा हक । 35 92% ॥।ं 77“5] 5 0५ है 


किक [5 ॥ [ 
प्राप्त हागा जहा खा २८9५ * ९६७ १5 न 
4£ 








गे 
24 7? 8-१ 
8 | 3 क्ष बह ८ भा अ ! 0 | कल 
3 5 /ध | पाध। | का 8:&778% 
चल 5 3 पक नि ननल 
6 ॥-१ 
(280%0. मन । पक ० ॥/] | डे 8४-8४, 
है [न कम 
7? (४ ( 
[ 77 (८; लक ) 
रा |. उच्च रा, ग पं आर ८ 38% #- 
है ह। है कर 74 [((-- |)2+7#&-४7- ४ / है 5/]४( 
ता 7 (८; -- ४ --] ] प ( ठः 72 ) 
| बच /; हे रण 8» | क्चा लक 8. 





| (--३ 25 77+०,, ० ॥ै4 ,,-.४,,+ 2) ] &,, 
2] ६१ हे 


क्ज्दा 


| 
श्र (2० >४9,०००५ २ ४)-१५ ल्‍्र) 


ै 
0 (ढक) 8-80... 77 (५+० + 2 49/--। ) 
५ वि 5) कच््य 8४% 
“0. व हि या 3 
दि । ४5%) द््च्चि कि न्च (८ की हा ५ के 








7 ] 
2 (थ॥८- ०६५--१) | 
मल नसड 5 मल जी ह-४॥-2/2) 2 
(46 -ब५--]) | कह 
च्यि ञ 
(-)/70# श्-स0-॥+ 2२५ २2, ४2,, 
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तथा म्,, मम, ..., और मत, के लिये भी ऐसे ही सम्बन्ध होंगे जहाँ #/5-, 2, ..., 2॥ (/८55।, 2 
हल्ञ 5 कस 3, 55 5 हिल: 2, «55 व सच 9 28 के आल तल दलों) सभी घन पण्णाक हैं । 


7, (००, ००, ..., 7-7! बार, 0) पर हल 


माना कि 9--7/>4+ 0: (४-, 2, ..., ह-3) था #-+< 4 + (७- (४/) की समीकरण 
(8) में (६४)-१(-॥, 2, ..., ४--) द्वारा प्रतिस्थापित करने पर तथा उपर्येक्त विधि से हल करने 
प्र हमें 


72- !8 ]| ] ॥-] / ८४ 
८ ब#क॥ 7 ( ज-+, « जय $ मं ] न+ 244 7 (> / 
2 (2 / 092 «5 » की की 2 कक 
7-9; “-ा ] | ) ४-- टू * ॥-7१ # 
८ 
न न्‍ नी ५0 ५ «०३ 7+++ $ 7४ .-. 4, 3 न सर 
४, 28 ( ४ 47५ ( >, उप 9 १००३ 0-7 9 पा ह ण्ज | ह व ; ला ८ /प् ८॥; 


!; 


४-] | [ 


ध्ट 
श्छ 


प्राप्त होता है जहाँ 


कर 
श्य 0 920. 590 5:३४ - 9 हो 
जय 2० न ॥- 4 











2 !॥ ) पद 22/ ! 
० का ।( 5 आओ पा (4, 2 ध 
7 (0-० है. (5 ८०५,+%६ 7 (४-!)+2 ] की हो 
८ -“(7-॥)- न- न्ध, - 
न्श्य्‌ | ४ 82. #ब्त हैं? ( ध हे ४ 0 


(2/ ः नि 
| (। जि 5 28) 
[् & रह ः | , 89 है 


कब >०न> ७ 23९५%५५33..0 के नक नमक" भलतगातकमवा्ाधक- ०३3५० 


8 ; 
| ( (--०,, +% 8६ | 


4म्स्स, 


६ ) -77+7;॥-7 ४४-४2: ५) 6 । 


( | )?-गाा2& “4 //72४ [.-2२ १ न | 
* 
अर, (दर _ हो ही कर) 
रेंध. २४३ ४-7 


[4 ॥--१ ए ४-4 /;£ ! 
4 (ध4--4%)8%--,* 8६ रच (ए--& 7“ “८५, 7-८ ह शा । ) 
रे स्स्प है कल 6६ . ट ( 

की य्यययययययययययणं  ए"पययययपथथपिापपपपपययणणाण 


(8४) 0 हा डे 
(0-#:+2)80-- 8६. 77 (४ 8:- > ८-4 -) 
॥7 


बज. गा 
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0६. &६ 
7 [4/-०.+] ) 
नव 8% 
| ( ध _ 
20. --८2)+. - 
च्य्प ५ 2 


तथा झा, म,, ... श्रौर प्र, के लिये भी ऐसे हो परिणाम होंगे जहाँ ४-८, 2, ..., 2; ॥5-, 2, ... 
; 7-+, 2, ..., 4; 8/5, 2, ..., (0, तथा 3 और (»,_ै) सभी घन पूर्णाक हैं तथा सभी स्थिरांक हैं । 


| (-3) #>या+2 ६777 /:-२४/.-५१/ निज (६ -- [)27 04707 (2४2,) 82% 


8. अन्य हल 


यह ध्यान देना रुचिकर होगा कि निम्नांकित फलनों द्वारा भी समीकरण (४) की तुष्टि होती है, 


775 0% (0), (०) 


| [(६५) : (8५)] 
(0) ०५, ॒ * (72॥), ((2/) । 2 ई ध्य ])९॥7/४॥०+४॥४०३४%॥ | 


72 पर हि 77 
(०००) (४०) 
5 आम ली 0 आय 0 कक 2492 


हैं । 





हे 0: 0, 0, 09«  - 
० कक 
[2 >हव (४2;;), (९, ) 


* -])9%-मापनमा [(८७); (£24))] 
हिल 5 


( ढ..॥ /2 
(क-7] /(७))२ (4६ ) 


जहाँ ( ), , द्वारा £ का बोध होता है जो 2 से # तक विस्ती्ण है ४४->)फफ +, --७ *फगी ४: -+) 
तथा )9,, 23, ..., 2५-3, 2७ सभी पूर्णाक हैं । 


कक 72 0) « 0 ७ थ 
(0॥) ७, 2१,» 2; 2५ ?; .. 
2, 9; (00५), (20) 


श्ि [शपलधआा-/थ [७); (१५) | 
8 2077, 0 


'/ । 
(६-0 0:४७०७, ५ (८० )* ((7%)) 


जहाँ ४-५, 3ैप न , ७ रेप 27-27): थे पूर्णाक हैं । 
॥ व ])7#४# शा रप7२१०३ ४१ [(६५) (8५)] 


* 6! ः 0, 2]:42%9, कु 385 72.3, 9 
(0५) /, 9; (०४), (08) के । । अदा 6 | 
(2/(-- )/-श४/7%-% (०-९ | ५, के ्‌्‌ ८9, | 5 0, 
जहाँ ७३००), 2३--, -.., 4 27-7); )५ (रॉक है । 
[2((- | )/27//क-#परकत [(०/५);(9५)] 


2, के 245५ हे 0, ९2; जी आ (272 


(५) 0, ९, ; (2,), (0॥0) ००७ (2८(--)/70//९४&-०४/६&-0॥:-१४%),, के | है ेल्‍ 2 ! 
। ८२५ / थ ९॥ 


जहाँ ७/--);, 2५४--, --७ २४ 2;- २2%; ?ेप पूर्णाक हैं । 
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[(4५); (8५)] 
(४) ७५! है तल (0(- /2779&74%77६7१४४), (०! ) । (८; ) | 
; | (८४५)) [0५ 
जहाँ ४६३०) 2-५ «० रेल 20-77 2 रण हैं । 
द निदंश 


[. खाडिया, एस० एस० तथा गोयल, ए० एन०, विज्ञान परिषद अनु० पत्रिका, 970, 3, 9-20. 


पं [3॥3 87 5॥3व4 /#,ाए53॥47]3॥ 3६87 ॥8 
४०. 48, ४०. 4, (0८८096/,, [9775, 798०५ 367-370 


कतिपय कार्बनिक द्ववों का ग्रुनाइज़ेन प्राचल 


जे० डी० पाण्डे तथा आर० एल० सिश्र 
रसायन विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय, इलाहाबाद 


[ प्राप्त--सितम्बर 26, 975 ] 
सारांश 


कतिपय कार्बनिक द्रवों के स्यूडो-ग्रनाइजन प्राचल/! की ताप-निर्भेरता पर प्रकाश डाला गया है । 
अध्ययनगत समस्त कार्बनिक द्रव्रों के लिये स्यूडो-ग्रुनाइज़ेन प्ररचल, “' का मान ताप के साथ रेखिक रूप 
से घटता है । 


7 र।.)॥ ४: ७॥ 


(आाण्ाशंइशा एशथ्यन्ारशलाः ० इणा8 णशभ्ाांट (एंव, 87 उ. 0. ए४0456ए7 820०6 8. 4.. १॥5978 
[069%-707| ० (ए60775079, एफाएटइशए एी 399090.. 


वफ्8 [०072-६पा९ तंश[90006008 06 ?5९प60-(5प्राश॑ंइछा एथाकवा॥ढ8/ 7 0 8076 ०शथाएं० 
परतणंत$ 9088 96७8 दांइटप्र586९6.,.. 967 2 ४6 गवफगा95 डापत॑त, ज" (607688563 वंग्रदए ज्ञात 
[7076886 ॥0 (&779श2क्ांप्रा'2. 


. विषय प्रवेश 


वॉज़ और शूले'! एवं वेचेल्डर/) आदि शोधहर्त्ताग्रों ने ठोस पदार्थों के लिये ग्रुनाइज़ेन-प्राचल 
का विस्तृत अध्ययन' किया है। नॉफ और शापिरो/), कार और टण्डन/7?, जेन और पाण्डे// तथा टण्डन 
एवं पाण्ड स्यूडो-ग्रनाइज़ेन-प्राचल की अभिधारणा को द्र॒वों में प्रयुक्त करने में पूर्ण समर्थ रहे । 
प्रस्तुत शोध पत्र में कर्शातीत ध्वनि वेग एवं संपीड्यता के आऑकड़ों का प्रयोग करके कतिपय कार्बनिक 
द्रवों के लिये स्यूडो-ग्रुनाइज़ेन प्राचल पर प्रकाश डाला गया है। 


ठोस पदार्थों के लिये जालक गतिकी के तसिद्धान्त का प्रयोग करके ग्रनाइजेन ने एक विमाविहीन 
प्रचल ८ की निम्न प्रकार परिभाषा दी-- 





7 8, -. ०. १ 
(५ 
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(250, ॥0) 270 290 ड80. इझउ0 550 


( चित्र | ) 


7? न्नथा 7 के ग्रध्य सम्वन्ध 
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जहाँ /; प्रत्यास्थता का समऊष्मीय आयतन ग्रुर्णाक, « आयतन प्रसार गुणांक, ७ मोलर आयतन और 
(४ स्थिर दाब पर विशिष्ट ऊष्मा है। ठोस क्रिस्टल जालकों+£ के ऊष्मीय एवं अन्य गुर्खों के 
अध्ययन में यह प्राचन अत्यधिक सहायक है । ऐसा देखा गया है कि बहुत से ठोसों के लिये ताप में 
परिवतेन के साथ /' के मान में परिवर्तन नहीं होता है । 


प्रस्तुत शोघ पत्र में लेखकद्दय ने प्राप्य कर्णातीत ध्वनि वेग एवं संपीड्यता के बाकड़ों का प्रयोग 
करके कतिपय काबंनिक द्रवों के लिये स्यूडो-ग्रुनाइज़ेन प्र॑चल 2 का मान ज्ञात किया है जिसे निम्न 
समीकरणा द्वारा व्यक्त किया जाता हैं-- 


24 छः 
7.0. करा |॥।_ आका, थे /) 
हम (2) 


जहाँ ८ ध्वनि का वेग है । 


निम्नलिखित सूत्रों का प्रयोग करने पर 


८१- >---- 3) 
9 * ( 
ओर 
कवि ग 
शक (4) 


हमें ग्रताइजेन प्राचल के लिये निम्नलिखित सूत्र प्राप्त होता है-- 


7७-७5” _ 97 5 
| हे 27 न ही प्प छू « हे ( 2 





जहाँ /85, », /१7, /' एवं ४ क्रमश: समऊष्मीय संपीड्यता, विशिष्ट ऊष्मा निष्पत्ति, समतापीय संपीड्यता, 
परम ताप एवं मोलर आयतन हैं । 


प्रिशाम एवं विवेखना 


प्रस्तुत शोघपन्र में मोलवेन ह्यजेज्ञ- 7? के कर्णातीत ध्वनिवेग एवं संपीडयता के आऑँकड़ों का 
प्रयोग करके पिपरीडीन, टेट्राह्मइड्रोपायरान, साइवलोहेवसेन, मेथिल आयोडाइड एवं ऐसीटोन के लिये 
स्यूडो-गनाइज़ेन प्राचल के मान का परिकलन किया गया है। पैरा-जाइलीन एवं पैरा-डाइआावसेन के 
लिये सुब्रामण्यम्‌ 7) तथा एथिलीन डाइवलोराइड के लिये स्टेवेली?? के आऑकड़ों का प्रयोग करके /' का 
मान निकाला गया है । 


स्यूडो-ग्रुनाइज़ेन प्रचल को >>अक्ष पर एवं परम ताप 7 को >-भ्रक्ष पर लेकर रेखाचित्र खींचा 

गया है ( चित्र ) | विभिन्न तापों पर आवश्यक आँकड़ों के अभाव में पैरा-जाइलीन एवं पेरा-डॉइ- 

आक्सेन के लिये (7', 7) रेखांकन नहीं किया गया है। 25८ एवं 40८ पर पेरा-ज़ाइलीन के लिये 7 
९? 2 
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के मान क्रमश: [-04 तथा 0:94 हैं जबकि पैरा-डाइआक्सेन के लिये -:26 तथा :-42॥ जंसा कि 
रेखचित्र से स्पष्ट है, ”' का मान ताप में बंद्धि के साथ घटता है । श्रतः स्पष्ट है कि ताप में बुद्धि के 
साथ-साथ इन द्रवों में पुनर्सरचना प्रारम्भ हो जाती है । जब ताप में 00"6 की बृद्धि की जाती है तो 
किसी भी द्रव के 7" मान में 4% से अधिक की बद्धि नहीं होती है। चूंकि उच्च ताप पर ध्वनिवेग 
का ताप गुणांक स्थिर नहीं रहता, विभ्मिन्न ताप परास में (7, 7) रेखाचित्र का ढाल भिन्‍त-भिन्‍न हो 
सकता है । टेट्राहइड्रोपायरान एवं साइक्लोहेक्सेन के लिये 20": एवं 30"८ पर < का मान समान है 
किस्तु ताप में बुद्धि के साथ साइक्लोहेक्सेन के लिये 2' का मात टेड्राहाइड्रोपायरान की अपेक्षा कम हो 
जाता है । 


प्रस्तुत शोधपत्र में अध्ययत किये गये समस्त द्रवों में ग्रुनाइज़ेन प्राचल, 7, का मान मेथिल 
ग्रायोड!।इड के लिये उच्चतम एवं ऐसीटोन के लिये निम्नतम है । 
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9. मोएलविन तथा ह्यजेज, प्रोसी० रायल सोसा० लंदन, ]964, 2784, 574. 


0, लो, डी० आई० आर० तथा मोएलविन, ई० ए०, प्रोसी० रायल सोसा० लंदन, 962, 
2673, 3864. 


ही: 2: की 2 किला लीड पतन 


े। 


]. हैदर खान, बी० और सुब्रमण्यम, एस० वी०, द्वान्जेक्सन्स फेराड सोसा०, 97, 67, 
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४०. ।8, ४०. 4, (0८८096',, 975, 7३४९५, 3/-379 


दो बत्तों से परिवद्ध वाहिका में से होकर ताप वितरण 


आर० सो० ब्विपाठी, एस० बी० श्रीवास्तव तथा एस ० एन०सिह 
गणित विभाग, बनारस हिन्दू विश्वविद्यालय, वाराणसी 


[ प्राप्त--अक्टूबर, 8, 975 |] 
सारांश 


प्रस्तुत शोधपत्र में ऐसी वाहिका में से जो दो वृत्तों #->८6 तथा #-8४(४9:०५) से परिवद्ध हो जब 
शान असंपीडय द्रव वह रहा हो तो उपमें ताप तथा वेग वितरणों का अ्ध्ययतत किया गया है। 
अनुभाग में किसी वाह्य बल की उपस्थिति में वेग वितरण के लिये व्यंजक प्राप्त किया गया हैं। 
अनुभाग 2 में इस व्यंजक का उपयोग ताप वितरण के लिये व्यंजक प्राप्त करने के हेतु ऊर्जा समीकरण में 
किया गया है । अनुभाग 3 में दोलायमान प्रवाह की विवेचना की गई है । अनुभाग 4 में ऊष्मा संयोजन 
के वाह्व दर के अन्तर्गत ताप वितरण हेतु हल प्राप्त किया गया है । 


3 093#780| 


(9 8 ६शग्रारश्ब्रता€& हांडाए0च00690 किताहा 8 टाशाहइढ) #0008660 ऐश ईक्षण टाए2स्‍65. 279 
९, (., पजफथां, 83. 8. 509388४38५9 870 9, 'च, 9729, 7287870767 ए ॥४७४६808, +80०0॥५ 
9 $68702, उिशाक्ाा'85 जाएंतग शक्ापआओ। 9, ४०78089, 


हर फरढ छा्इथआा 989९7 (96 दाएशबापाद शत एछ0ण७ए तारणपाताड जी 8 व ीग्णारं 
छ0प्रातटत 959५9 (ज0 जएएटड #जूचच बांती॑ #--०(००व) ॥9फए6 ए6द7 09 2ग८टढ ज़ीला शांडट0प5 
[0009छ€४४796 वीपरंद 8 70792 त7/0पटी ॥. | 56८07 , [06 ७&एा/6550॥ $07 [86 ए20०ॉफ 
5879प्ाञाणा 9388 9620 8605086 ॥ (6 एशटइट008 ए॑ इ8०फा6 €डॉक्‍्याईं 006. ही 5९८०7 2, 
(8 €हए768907 ३5 पड९ठ स त€ शाह्ाएप्र €पुप््ा0ा ६0 जिद (78 65छ97558073 07 68 ६९096074- 
पा वाडाए9प्रा0.,. | 5९०ा0त 3, ६6 0508007फ9 गए #88 2827 6800556ऐ0., 379 इ8९टस्‍0॥ 
4, [6 800 0 +४7एलाब्रापारड त880फाकणा 7$ 098780 प्रातेक्ष राशन 7808 ए [64 


300॥00॥. 


विषय प्रवेश 


ग्राएटज, नुसेल्ट, गोल्डस्टीन तथा लाइटहिल ने वृत्ताकार नलो में ताप वितरण की विवेचना की 
हैं । ये सभी विवेचनायें गोल्डस्टीन की पुस्तक” में दी हैं। ईगल तथा फरगुसन' ने ताप के वितरण 
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के लिये एक व्यंजक प्राप्त किया है जिसमें वृत्ताकार पीतल की नलिका को प्रत्यावर्ती धारा द्वारा गरम 
किया जाता है और इसमें से होकर श्यान असंपीड्य द्रव बहता होता है। लाल7 ने दो समअक्षीय 
वृत्ताकार पाइपों द्वारा परिवद्ध वाहिका में ताप-वितरण पर विचार किया है जब इसमें से होकर शअ्रसंपी- 
ड्य द्रव बहता होता है और ऊष्मा संभमरण की दर समय का घातांकी फलन होता है । 


प्रस्तुत शोधपन्रन में हम ऐसी वाहिका में ताप तथा वेग वितरणों पर विचार करंगे जिसकी 
अब >-अक्ष पर है। इस शोध पत्र में 4 अनुभाग हैं । अनुमाग 2 में बाह्य बल की उपस्थिति में वाहिका 
में से होकर श्याव स्तरीय असंपीडय द्रव प्रवाह के लिये वेग वितरण व्यंजक दिया गया है; अनुभाग 2, 
में ताप वितरण के लिये व्यंजक प्राप्त किया गया है। अनुमाग 3 में दोलायमान प्रवाह की विवेचना है 
और अनुभाग 4 में ताप वितरण के लिये हल प्रस्तुत किया गया है जब ऊष्मा योजन की वाह्य दर 


24 मी मत 
उ्व[82“ के रूप में है । 


]. माना कि वाहिका की अक्ष 2-अक्ष है और इसमें से होकर असंपीड़य द्रव बह रहा है। 
अपरिवर्ती दशा गति में 4, -0--4५, 4.४ (४). गति क/ समीकरण [!, ०६०. 3. 7] 


424: 0 पे 
/ कर त2०-६२7४ ०१4८ (-]) 
प्रस्तुत प्रसंग में, 
4४१८ | । जे 90 ' 
# कह छत छू 20 


00 ५ मु > 
स्थिर दाव प्रवणता 77 को --/ तथा वाह्य बल 2 को ?ैए” मानने पर 


4४4८ | ] 44६ 2 गेफर 





कक के आज कक 
(-3) को समाकलित करने पर 
आग जा 
जहाँ ८ समाकलन स्विरांक है। किन्तु वाहिका की अक्ष पर वेग प्रवणता परिमित है अतः ८५0० 
(!*4) को पुनः: समाकलित करने पर 
+2/4 /पपत3 7) (-5) 


8| दा बनओर 


जहाँ 22 समाकलन स्थिरांक है । 
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माना 7-८ वाहिका की आन्तरिक सीमा है और /5--6 वाह्य सीमा 
सीमा प्रतिबन्धों को 
4८74८, “बे #सर (-6) 


तथा ध्‌. 5 0, जेब #--०€ (।*/) 


मानने पर (:5) में स्थिरांक 20 निश्चित है । इस प्रकार 


7 ) (77+%..$7/2) 
जज है फट 0 0० न परसपरन 
(.७-०+ १० टआ 2] क्‍ 
4५८77 2 हि] (धन 4 - 8772) (। 8) 
4/2 | #&.  (--»)* 


समीकरण (]-8) वाह्य बब की उपस्थिति में वेग वितरण बताता है । जब #--0 तो 4८०0 और तब 
वेग. वितरण किसी वाह्य बल की अनुपस्थिति में होता है । 


2. ऊर्जा समीकरण (; ८५०. 3:38) 


वंश | 47! ] 
2 लय बहा न जल १ (2') 
में समानीत हो जाता है, जहाँ 
थे 2 
४०5“ | (2-2) 


समीकरण (-4) से समीकरण (2-) में मान रखने पर 





लक हो 
पक 0 है का तह तह ( 
(2-3) को समाकलित करने पर 
पः 22»2/* )ैथ4* 47+ 4 _ मै ८: ह है 
75- हा फा वाझलय काका ढयठेलयकरार्का (क्षत 2 (24) 
जहाँ ८ तथा 2) समाकलन के स्थिरांक हैं जो सीमा प्रतिबन्धों के द्वारा निर्घारित किये जाते हैं । 
सीमा प्रतिबन्धों को 
#-+0, पर, है 
तथा पे (2*5) 
#+-+8, 7 कह कम है 


मानने पर (2-4) में ८' तथा 7 स्थिरांक निश्चित हैं । 
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इस प्रकार 


पर (०४ ( करी [टू /ाछि [08 ( ) (2; [08 ४ ) 














2*6 
रा ॥0 ८) कर 
53 कस 
जहाँ 
4229(६६4 -:7/) मै।(दरिश$ 0 #3774) । नैजी (दाल 4 लक ॥//४4) (2.7) 
7... हवुदाद... 4घ+2 छऔ-+-की ७ध्क--2क_--4%* 
तथा 
/?2(८4 --- 84) गे।(दरिएा4 -. 907+4) कर मे।(६0+४ -- 9//4) (2-8) 
2३7 दंड विककय शेम्का 4 ४७] 2)8-] 4) 
समीकरण (2-6) वाहिका में ताप-वितरण के लिए व्यंजक है । 
3, माता कि घारा अस्थिर है और दोलनों से युक्त है तो वेग वितरण [; ०१०. 2.56] 
कया व: 7-7१ 008 ७ (3-) 
है और तब ऊर्जा समीकरण निम्नवत्‌ हो जाता है : 
902 02. («| | (4.42 #2 2055 «77४ (3: 
बा ि ए# छा क्र &; 
समीकरण (3-2) को 
गा 07. ] री र्ि के 
तन कर ++%/( -.- ००४ 2७/) (3-3) 
के रूप में रखें जहाँ 
मा! 
2० | 
743  म्क प | 
० | 
(3-3) के लिये मात्रा कि 7«/(७) [--005 2०0/] (35) 


प्रा नव 


8 
 शैन्य हो जाता है क्योंकि ७ इतना लघ है कि ० के वर्ग तथा उच्च घात वाले समस्त 
पद उपेक्ष्य हो चाते हैं । 
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समीकरण (3-3) तथा (3-5) से हमें (3-6) प्राप्त होता है 


4४24/  | ध। , /८ 
कक कु क्वा 70 कप 
समीकरण (3-6) से 
4 / 
/चत- हुए 40 /०४7+से। क्‍ (3-7) 


प्राप्त होता है । 


चकि अक्ष पर ताप 7-0 के लिये परिमित है ग्रत: ७, -0 


#4 /ट 


इसी प्रकार /त+- ६ छा +_ (5-8) 


सीमा प्रतिबन्धों को 


4--२,४७-7/३([-- 005 2०7) #चत्ध पर 
तथा | यदि 77०0 (3-9) 
4+>-7५७7४/(-- 005 2०7) /558 पर 
फलस्वरूप 
अल अड्डे पार 
तथा | (3-0) 
उपर्युक्त प्रतिबन्धों की सहायता से (3-8) में स्थिरांक 8, निश्चित है, इस प्रकार 
(४4 - 846) +/9(५/--/?) जग 
“9 4/-- 0* हब) 
तब हमें 
7- [0-० ०४-7१] 4००४ 2००) (72) 


जब ० काफी लघ्‌ होता है कि ७ के वर्ग तथा उच्च धात वाले ८द उपेक्षणीय हो जाते हैं तब 


समीकरण (3-2) का हल (3-2) हो जाता है । यदि हम (3-2) में #/८७७ तथा 8/45८ रखें तथा 
टी जा मानें तो 


4 -(--005$ 2७४7) (3-3) 


यह देखा जाता है कि 2८7 में हास के साथ 7' बढ़ता है और इसका उच्चतम समान तब पाया 
जाता हैं जब 2०7 शून्य होता है। 
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यह मान लेने पर कि दाब प्रवणता लघु है या तरल हल्का है जिससे कि &२०0 या 7१:०0 या 
# तथा ७ दोनों ही लघु मात्रायें हैं समीकरण (3-2) 


१ ... भरा | 
9 (क्र जी क्र) बी 
में समानीत हो जाता है । (3-4) का हल 


पर्च्द के €7/॥8%7४.. है 


(3-5) 
है जहाँ स्थिरांक 4 तथा # सीमा प्रतिबन्धों से निर्धारित होते हैँ । 
माना कि सीमा प्रतिबन्ध 
7-7, जब #चचछ (3-6) 
तथा 7-7, जब #--४ (3:7) 


हैं। उपयुक्त प्रतिबन्धों की सहायता से (3-5) में स्थिरांक .4 का निश्चयन किया जाता है। इस प्रकार 
(3-8) प्राप्त होता है 


०-7, | ट//0४ ८7 /#/7]- 77 [७ /६४- ८-०१/४४ु 3:8) 
कक व ८ब्शक्रा-_ 68 भय (3-8) 


समीकरणा (3-8) ताप-वितरण का व्यंजक है जब दाब प्रवण अत्यन्त ल 


घ्‌ हो तथा तरल अत्यन्त 
हल्का हो । द 


4. माना कि ऊष्मान्योजन की दर 


262 


| 
हक >50 तथा -- जी ६7०४ (4* |) 


है । 
जब गति दोलायमान होती है और दाब प्रवण अत्यन्त लघु होता है तो ऊर्जा समीकरण (4-]) में 
की गई कल्पना के अन्तगंत (4.2) में समानीत हो जाता है 


9 7४7 4707.0 9०0 | 
( न 5 555 ५ अर ननन+ ऑनगन १5:22 ८." 
१००7 (क्र + 8 ) धःं (टी / 


समीकरण (4-2) को हल करने के लिये, माना कि 
रा स्टाफ | 


(4-3) 
तथा 70, )3-0)#० 
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फलत: समीकरण (4-2) 


2५ 4/ ७४०४७ ,_ # ह 
ध। | + दे... आओ (4-4) 








में समानीत हो जाता है। (4-4) के लिये, माना कि 








फ् [ /22८77०० 
बल 3 (45) 
८4 | बा 9लोां० #-- 
तो कप जब 3 
समीकरण' (4-6) का हल 
#-42५ 70४99) -- 20 7,(7.272,) (4-7) 


हे 


है जहाँ /#5- (ड रह ४0 तथा 5, शून्य कोटि के प्रथम तथा द्वितीय के प्रकार के बेसेल फलन हैं । 





अतः 4 (/, /) न्‍+ | -- ण्ग्द पौ22% २०(7४४3/%) -. ८, 4 0(४/27%/5) | ८7०४ (48) 
हे | 


दोलायमान प्रवह को अध्यारोपित करने के पूर्व हमें पृ्णतया विकसित स्थिर स्तरीय गति प्राप्त होती है ! 
इस श्रतिबन्ध के साथ तथा निम्नांकित सीमा प्रतिबन्धों का प्रयोग करते हुये 


7-7 --7०४०४ जब #>#ह् (4-9) 
तथा प- 7,5०४ ० जब #+5४ (4-0) 
फलस्वरूप 

जज जब +ज>-८ (4'4) 
तथा ज्ज्चय जब #--2 (4:2) 


(48) में 9, तथा #, स्थिरांकों को उपर्युक्त प्रतिबन्धों की सहायता से ज्ञात किया जाता है। 
इस प्रकार 


शत  लेलहतानन कट काल का के नि ललकज नानक नमन जज तप ऊाप:ड अल डडअड:सखइक्‍स्‍स्‍क्‍अअइअसससअअड:-स-ससिन ससनन-ग->ेनन+-+--+क्‍०+-+००............................... व 


“0(47४7/2) 90 (0987४) --/(6/7४।5)) , (4४779 


_ सु श(्ा४0 -7070(4070) 7087) -[7770(007४० -- 7,7(:४४भ७) ए(]#४५ 


िन-+«कन+»५७५3५+3 मन मनन ऊन क्‍न-न न नम मन न न 3५५७-५० मभ१५3+++3»क ७390७ 3७,+७) न नन नरन+ नमन नाना नन न ++»++मन न न+-++ नम 3+>+म> नन-ननननम न नन न +-न न नानक न न न ५५ +भ+३++न-नन-- नम नमक जन्‍म ८+»+3+3५५+3>+»+3 नरक स“आ3 नम + मम. “+«++न-+-++-++०+म०3 233००... 


0(ब्कार?) # (08४१ -./५(6/#४27) ४ ((६/४४%) 


7-#(- ८ | [--(90(09४%०) “30(०७४००)).५0७४४०) _ (7(7/१)- (०४४००) ४५) ८, 
(20.०० 


(4-3) 
2 व3 
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जहाँ /? वास्तविक अंश के लिये ्राया है । समीकरण (4'3) अध्ययनगत वाहिका में ताप-वितरण के 
लिये व्यंजक है 


7, -- 7, मानने पर ज्यों ज्यों 4-0 


गा । पट | ०027 | 2 ०- फ [7 ०0५०7777/2)८:०४] (4-4) 


नी 2७७ उ०फग))  फकाकी) 7 





समीक रण (4-4) वत्तीय पाइप के लिये ताप वितरण है । 


जब धनत्व, दोलन तथा ०, लघु होता है तो समीकरण (44) से 
वर्धा | 4/__ # 


०50 2 कल 4-5 
दाह + था ( अप 
प्राप्त होता है । 
(4-5) को समाकलित करने पर 
/९#* मै 
/नत- .६748 ०४ 7+:. (4*06) 
समीकरण (4:6) (44) का सन्निकट हल है । 
माना कि सीमा प्रतिबन्ध 
ज्चि) जब #/ज>4 ] 
तथा 8३ (4-47) 
3] जब #+5४ ० 


उपर्य क्त प्रतिबन्धों की सहायता से (4-6) में 4, तथा #, स्थिरांकों का मान ज्ञात करने पर 


4, ॥08 ( _.4६ ॥0४8 ( द ) +आ(४-7) ०8 [६ 7707-०१) ॥०४ ) 
ल्ल्ड्  छस छआछआआ+ स2कननननजनननननाननननगाणनणंलनिनाणणजणएणयीणणणणएखणजणआणखखजजणणए ए-/77 ““ “7 »७४४०४#ड 909७ 235% ८ 6 
4/८ ]02 4/०४) हे 


इस प्रकार 7(#, 7)--(/)८7५ 


[4 78 (6)-478 (८)77-7० ४ (5/ 7727 08 [४ ) 4/, ॥०९ | ] +#(६१--7१) 08 | -#६62 -०१) ० > । ्र 
ष 4/८ 02 (4/४) 
(4-9) 
(4.9) के वास्तविक अंश पर विचार करने पर 


4/८ 402 (4/8) 


7 





(4-20) 
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समीकरण (4-20) में #/४--४, तथा 2/४--४ रखने पर 


7 005 0्ां 
का न [4६.६ [08 #-+-4/-7)) [08 ह-+-६१(] हा ) ॥08 #-+-#८0(४१--) 08 ४ 
(4-2) 


जिसका उपयोग आलेखीय गअ्रभिव्यवित के लिये किया जा सकता है । 
निर्देश 
. पाई, एस ०, ५]52008 म70छ 7९०९. !, 0. 956. 


2. ईगल, ए० तथा फर्म्सन, आर० एम०, प्रोंसी० रायल० सोसा०, 930, & 427, 540-566. 


3. गोल्डस्टीन, एस०, (००७7 0९ए९0०क९शध्या$ 7 गिण॑त ऐजग़ाशपं०8, भाग ता, आक्सफोड, 
५ 086, 63-62 
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४[373 ?8।[59 06 /0॥ ७5३॥4 ]3॥ 73६ /[[८8 
४०. |8, ४०. 4, (000:096/, ।975, ?०४९६५ 38[-389 


5-फलनों का समाकलन 


एस० ए० सिमारो तथा एस० आब्देल मलक 
काहिरा हाई इन्स्टीच्यूट आफ टेक्‍्नालाजी, मिश्र 


[ प्राप्त--अक्टूबर 5, 97० | 
सारांश 


प्रस्तुत टिप्पणी में 6-फलनों वाले दो समाकलों का मा5 0-फलनों के पदों में ज्ञात किया 
गया है। 
3 0579८ 


गाहशाभांणा ण ए-पिलांगा, 29 ४. 3. अंगवाए 200 5. 5006] ७६६८, (7०0 माह 
7४परा6 0० 76०४70029, 7729७. 


॥ 5 06 ए6 €एापश्ाांल ० शांल्ट्राबड सारएटॉणाशए 60-फ्रिलाीं णाडइ, ॥ शा 
(7-पि000735. 


8. भूमिका 


०-फलन को मेलिन-बार्नीज्ञ कन्ट्र समाकल 


०6, 9. 79 
04: 


द्वारा परिभाषित करते हैं जहाँ 0<:#<:6, 0<#<+ तथा पथ 7, --7०० से --7० से प्रारम्भ होता है 
जिससे कि 7(४;- ७), 75 !, 2, ..., # के समस्त पोल /« के दाईं ओर और 7९] --6[-७), /55!, 
2, ..., # के समस्त पोल उसके बाई झ्ोर पड़ें । यह समाकल अ्रभिसारी होता है यदि 97+4< 26-77) 


777 /73 

7 7(७/-७) 77 7(-०|+») 

ये ५ | ५ जा च्व 

8,, ..., 2... ठग || [ 

हे 4 ४ हा 7(-8+53) [/ 7(४-») 
भच्यानीई 


च्कानीए 


४ 45, (7) 





तथा | धाए 2 |<(7४--7-३7?- ४4)? - 
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6-फलन की अधिक परिभाषाओं एवं गुणों के लिये सन्दर्भ) देखना चाहिए। 
2. कुछ प्रमेणिकायें 


मुख्य सूत्रों (प्रमेय । तथा 2) की उपपत्ति के लिये हमें निम्नांकित प्रमेयिकाओं (लेमा) *%। 
झावश्कता होगीः । 





प्रमेधका ! 
व ता 0 5 
७,, 2 । 2 2272 2|| चक्|वारदि 20-श्वका (2) 
है, 
। 294 9, जे हे 9 


7(०) ८ 
व 





; 8, ३2, 52 क) 
4, 8--4; 


इस प्रमेथिका को सिद्ध करने के लिये निम्नांकित सूत्रों का उपयोग किये जा सकता है: 


3*, (4; 8 : 2) ३ (०; 8 : --») (3) 


न-भी॥ (0, 8-4; ४, 5% 5 (४+) : 2४43), 





[, 0. 86] 
77 7९७.) 
न _ण ४ अक य 22 - 4,3, ..., [- 4/ ] , (4) 
2 4 ० श)/ कं 9 (+3 0; [--8,, --.+ [77/20 
( 7(6)) 
है कं 
[, 9. 25] 
(22) 5-(279)7/ 224-74 (2) 7((४+$) (+) 


प्रमेषिका 2 
7, ॥ 4], ---+ 503 ---३ 4 
0५, 0 डे 


रे 


नये. 





। 
-- 7 7(६,--80._ +)] 
07५ 5७% कु 20 2५ जे 25 ० [7 ५ क 


/ 
रत | ७9% (॥ --9)%72 4-7 -+-7* 
[व ०.0 


27, ॥-< 


(7४-६8 (-४ (> घ 





6;...५ >००ण9 ८, ५ *०* भ ८/ रे पे 
॥। ॥/| े || है ५ पु 32002 है ( 
)१ "**9 /॥5 “धृर्न 
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जहाँ 72१6 94..,+< ८ 6. 7-4<2(//--%) तथा | क्षड्ठ ७ |< (॥--8-३/- ४4)? - 


इस प्रमेयिका को निम्नांकित सूत्रों का प्रयोग करके सिद्ध किया जा सकता हैः 
4. प्र हैं ध्‌ ६,,.* .... ८ 
| _6/१ __ ..०-७-7 6 9 5००१ ४ /2+$ ९०९५१ “(2 धरे 6 
70 ; धर 2) बा (०० | 97५ »०*9 89% 9 *+०9 80 हट ' ” 


73 ॥+7. (0, 47, .-.+ 4083 -«३ 4५% 
मत (ुछे --3) ( (> | ] 9 
2+-735 (्‌+3 । ॥/ "9 8, हि ब्ग्ल्ज 8 १ 8 


६ ॥ 


[!, 0. 24]| 
प्रमेथिका > 
मे ॥7 6., <-:५ /5 «- $ ५५ मा | | -9 शक 7 
25 4 (४ 83, ४० ६» ८ कक ६६४५ | 7 ४0 आम ग ( । 





7 9 [9 १8 


»० 9 ८,.५ -.-.३ / च 
(०/-3,; ध्‌ (> « )१-«०>/६ 7 कप & | दं) ...4ण्. 


8,, #न्ट्कु 905 श्र 





इस प्रमेयिका को निम्तांकित सूत्रों की सहायता से सिद्ध किया जा सकता हैः 





90 7775 77 
[०7जण मी ए (सह “708०० % ) ७ ७) 
0 8,, 3०9७ 25 ९००७ 84५ 


ह $ ६४४]5 **०५५ ८८0५ «5०० ८४४ 
न 7/४--१4५ ५ (+ 9 ] 
१४५ 





035 8: 5 मर 78 
जहां 7+4<2(#--४), | भा8 > | < (#-+-8-$7 - $49)7, 2९९ ०८<< ८ 8/॥-- , #--, ---$ /% [, 0. 24]| 
प्रमेयिका 4 
773 7 ध, +«५५३ 505 ***५ | | ॑ ] ] 
हल (9) 
0#; ४ | हे 005 ००७ लक 24 हत्य * (4$-तका 7 27 





4 
(पा । ओछय ही 0077 | 
0 


/स्, 


6., .. 6,3; -«*- | ध), - 4१% 
009 3%:५ ०७ %3 *+--३ 0५ 





6 “95 हि 
कक जे हि ॥2 


जहाँ २८ (8,)< ै८ 6/../+35 7? +4<2(#7+-४) तथा | धाह ४ [< (४7/-7- ६72: 34)ग - 
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इस प्रमेयिका को सिद्ध करने के लिये निम्नांकित सूत्र का प्रयोग किया जा सकता है 


३ 705 लक ३: 2. « व) 
८-३ /] _.. ))2-०-॥ | था, -१५॥३ ** ० “८४ 4 0 
| (हम :$ ( ४ 8, हे (40) 





८], न्न्म्कु ५.2 ५ >्न्+ के 64%, *] 


) हक | 
2222» 4 (8- 6. 7 -+70, 0+7 (> 
|; ध 5५ 9५ न ००) 0.0; * ५9 8, 





जिसकी स्थापना निम्न प्रकार से की जा सकती हैः 


6-फलन के स्थान पर इसका समाकल सूत्र रखने पर समीकरण (0) का वाम पक्ष 


77 7(0/-७) २? 7(-०|+७) 
न, 
|, 9८- ([ --9)/-%- ; रे । नरक सती अ मम ना हज | 5 «४ की थी! 
0. टेक 
॥/ _2(-29/+8) 7/ 7(8/--७) 


न्यी+3. 


हो जावेगा | समाकलन के क्रम को परिवर्तित करने पर 


[4 7(0/-७) 7/ 7(]--०|+७) 
कर 


की 
वाम पक्ष हतऊ "पप्पियतपिययायतूनियायणयणाओं | ४7-२२) 8-०-३ ८) 45. 
// 72(0(-8 +»9) 72 (४-४) 
उच्शातव 


निम्नांकित सूत्र का प्रयोग करने पर 


) | ०-5 हि न + री 4 (2८)/ (9) न्‍ 
8७ 905 |, #(-027 ४ () 


१६ 
7705-77 पंत >कउछ) 





वि मा नल 4 (०--४)८ (8-०) 
५५996 | [७४७७७ आय अब 7 जा 
7 7(-8|-+७») [/ 7(६/-») 
च्यानाओं 


४ (७-७४) ॥। /(9/-४) 2 “4 (।-4/-+-४) 
| ] 
हु 0 


न्+4 (8-०) - के | हि 
7 72-29 +-+ ७») 2/ /(४४-5४)7(8-४) 


_च्का 





--(0) का दायां पक्ष 
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ध्रमेथिका 5 
9 | ध., हे आय आज 0 को ग सु ही 
०५ ४ (४ | है सा | 2299 (42) 
| । 0 5:88 007 25375 8५ 3 २ ०9 


गानईं 2 कप 
043 4-४ पक 6 





ध], +::+ ०035 ---३$ ८५ ) 747] बाड़ 
| # है 
कोर >००5५ 2 «०२३9 8५ 


जहाँ 7-+4< 2(08-:-0) तथा | बाई > | <(४-8-३४- ३4) #- 


प्रमेयिका को निम्नांकित सूत्र की सहायता से सिद्ध किया जा सकता है: 


ह0 203 8 (धर 6: ५:5४ 
८ ्प्ना 6; ( | 59 «* 9 “*7) 5 ] धं) ((3) 
| ; 9 9 | 2॥: *०+०9 257 *००१ 8५ 


है हे 
6 2 हा । 6, 383 (६4% ०२३४ 222) 
कह 8,, ..., 8; ..., 8,/ 

| ७, 39 *7१*9 “॥29 ***9 “४6 


जिसकी स्थापना ठीक उसी प्रकार से वी जा सकती है जैसे (0) की । 


3. ०-फलन वाले दो समाकलों का मूल्यांकन 


प्रमेय 4 
7७१7७ -!. 9 408 कल है| 7५ हा जप है 
की 3. 45 0 दल है | 
श्या हि __ 07 ॥।| हि ] हा ] रे ( 
ञ आल 
] हे ु 9 ] 
० 7-2 हर [५ कह के कल 8 कप ठ्र 2 रधं 
774, 4।4 - के 


हद व 
त» हट गा 93 8,-:७, *#&89 8,,-: ५) *«9 94-७४ 


दा 29-26+7 7? ८) धन 43 7+-7 ( 
अं 


किक 493 53% देह उरूफ दे है५ 8, 390, 8 + $ 
.. /(6-६) ०५.4, 4्‌+॥ 5 


4, 8--4, 8, .... 2७3 ---+ 20 
जहाँ 2० (6/+--2५++) > 0(/5-0, !, ..., 4--), 7९४ (4८)>>0 (४/5--], ..., 7) 
९८ (0॥ +-4॥) 0 (#--7/४--, ..., 4), 0 4, 0<2#<: 9, 7>ल्व,2-+ 4<2(#--7), | शट ऊ | << 


; 
(08 ना ट 5, गा 


० तथा # ऐसे हैं कि 5-फलन का अस्तित्व रहे । समाकलन का कंट्र --7०० से 7०० तक जाता है जिससे 
कि 7(0/--5)(7ल्‍-, 2, ..., #) के समस्त पोल दाई ओर तथा 7(0-6/;--७)(४४5-, 2, ..., ?) के 
समस्त पोल बाई ओर पढ़ें । 
47 4 
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उपपत्ति 


हम 95-४--77, 45-77-+-70, लिख सकते हैं जहाँ प्रिर्नीशम हा --का । हम ॥< मानेंगे और 
निम्नांकित चरणों का अनुगमन करेगें: 


0) हम समस्त 4 तथा ४ में से # प्राचल की कर्टोत्री करते हैं और प्रमेथिका # का प्रयोग करते हैं तो 


(०7 ( +-83)2' ।क्‍ का 


[ 
वाम पक्ष का [ये हा अंक 093 007 ताक 
थेवाएं 7! ट _ ) व! ( ] फ -७) /न्ल्य ॒ (4/..+] 9) 


दर । 90077 (]-»,)% 4 या 4 


(पल, 
] 9 8.74. 
; ह3 65 44--७४ 4०-४३ /&., 5 -+- 
7+2-जावु७ ॥+- ! ० 2200४ 00 0 / हु 2 


क्ष्द्व 
। ठ ठ का 0, 0प्रका ।ण ४) 8 “७५ 222 ् 








है 42 कि हट ५2222 8 हु 

| (७) (57४) र > ४) ड़ ठ -४) का 
ब्लताप5़ पापा: कऊआआपन प्रा 5४ + 00 4 पो 
गधा शाप मात 55 

ठ 75 5) 
| ही 5४. हि * 99 बे 
गा व | | ९५ कि ;। & 6,77४ 9! कि, ठ हे 
. ४, माना 


++4--॥: न+2--77 
की  अिक कर ] 


(ं $े 
2, जा /39 8५, 47 “8 55 0,/ ५ ०००१ 00 हु 
व 


(0) हम समस्त £ में से (#--#,) प्राचल कम हैं और प्रमेयिका 5 का व्यवहार करते हैं तो: 
ला .)7! 2 
है (७) ः गगः ७ 4 (४ १ 5) हक 5 कि ' नाल ही । ' _ 
वाम पक्ष ८ 5 हा आज आपकी 
हा उहिजकवण 
| 4“ 2578, 
| 0०0 7 
॥॥। | ८२, ३)»९४7 77 #, 
0 (0 दिल, 0 #-:7॥ १77 
! प 9 0.,] 
ठ? ], 6-०४, ...., 4,.....+ ठः ठ पाठ 
9, ॥+ के हू व 
24, दृनावेजय॥ा। | है रे ्र्श || 
2! 5 हर 5? 9, यू 90 “० 
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(7 (5 ४ ) छा 5) के | 2 ्े > जा ] 72. -& 
हा हा आहत जे 











पी ४ 

का | 2 9 ८(-४, «१ ४४77 ०५ 222 #% 0 
2+4-70., 4+ ४-7: हक की रे हा धर 

| | 55 9 पी 53 9#+3 गा, + +*9 2 । ही । 

कर 


07) माना कि #>:%,; समस्त 4 तथा ४ में से #४, प्राचल कम कर देने पर तथा प्रमेयिका 2 को 
ब्यवहत करने पर 


















| छगहु्गेट हम गिल) 
वात पढ़ी - नल ॥ अतम>39+प कारन रत 5 कट वतनर5+“ तक >> पफरकर्य 9 
खेगां 7! | 7 8 8 हा 4 
7 5+5-%) 
774. 
(४ | 2,4.75--2,)54,7? 4--#/--7 + 42. 
का । 
पे +-। 9.8... 
| 39 का न 9 5००३9 709) 55 93 | 5 
6! ८0 ((9 हिट. ड्य्‌ न्डय 2 802. के क ह्ः है 2 हि / क 2 ्र। 
2+$8-(04+7774)3 थे क्‍002८/06% ४ 
2०] 
| 97 2 75 
7/९)/” रा! 7! ५ (5 हे ] 
7 (७) (55) (5 &॥ ४ ७542, का 70. -& 
चलना | हर ]६ााक्ाल आल जल जाया डा वक्गशार >, 
४ मन, 


7! 6 प' 9 .॥| 
(5-०) 7 हु +5-०) 


, ६ 5 6,:--5 2 ह 
हा प्र 0 24 -«--2+%27 /, 26 9५ गज 4 
र्ड ह ०५.८..(७ +74)3 3 शक कम लग 77 
हक > रानजक | ू ६ | 

पल न लक 

४087 ८ -- 


(४) समस्त ८ से #-#9 प्राचल कम करने तथा प्रमेथिका 2 को व्यवहृत करने पर 


(०7 7! है 7 4 4 
] हि (5+2, 4 रे छः (5 5 0 । मी 
लि आििििििजणणडसक चफका+5 


दे (53, जज (5 हा 
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72, 77 | व डा ४ ८ 
न ८2“ 2- 
है थ् अचयावत। ४0 ह ५ 
ऊँ [ 8 202 ' 
हर लि 2 30 358] 
(74 धर 
>१** "का । ध््द 
0) 
धर द्रव 
(७ 7(5+०) 7 (9-४, का (5 न -४) 77. 3 | 
त यम मम 
घ्य्य ठप ५ * हे 
वा 7! (2-४) 7! (5 हे -४) बज है का 
४ 2: 5 2 
है ][..889,7 
व 8 
6 कम 0284 अर ५, 
42 । 4 जन्नत दि दर | 
73.78 


गृणकों के क्रम को परिवर्तित करने पर; 


[ 8 8 | 

67 ।$ <]*-*3 “॥ शा हे हल न्‍ के 
वाम पक्ष कतयक - ४ - 4] - डा 42 के 274--»*.7॥7 द्रव 
5१5 75 














!ः 5 [ 7!" ग्टल हक 6 ही ) 
है | ७) 75 +०) 7 (5-० 757 8 (टेक 
शत 5 + आओ 4, आक, जान-रंका 
7 (9-5) 7 +57% हु 
। 8 8 ] 
के 
6, 5 
न्क बी - हा - किा। 70 | ४ नआाब ; गा 0 
00 मै 
का 
67 डड | लकी नह 
42 || # - ८ 
2--*7%॥॥ 44 ] 
272 750 
हि 
नकवी 22:47 तह 
| अमल 0! 
[5-0: 22 50 + 5 


| प्रमेथिका (|) से 


&-फलनों का समाकलन 389 


उल्टी दिशा से प्रमेयिका 2, 3, 4 तथा 5 की पुनराबृति करने पर हमें दक्षिण पक्ष की प्राप्ति 
होती है । 




















प्रसेय 2 
(७): ६ > - ७0 | ४ 5) रा के 33% है है.) 
8 । हि कम / 8 कल (6) 
४ (ध-४७)४ (ध--$- ७) 
धा+ 3, 77+2 । 2 मी की कप ८077७ 0, 0 -+$ | 
ए$++ ककश | 8 # ] 
। ५ ठ5 5१ 894--७, *००३9 8,2--७; ४5० 
॥7+-9, /॥47 ॥ 34079 55७ एड 4५; 4 +- 90५ 0 77 
सस् टेवा (7/..4 4+2 ाओं | 
| 8(६-- 0), 2(०+8--), 8,, .... ०) -.. 20 | 
इसके प्रतिबन्ध प्रमेय 4 में दिये जा चुके हैं । 
इसकी उपपत्ति प्रमेय । के ही समान है किन्तु हम सत्र 
ग्रे, ॥; ८, ८-3 ई$ 4+ 0, 0+ई 
44 2५9 

0०५५ स्‍ द्ध, है. (49 स्‍ 8 | हा स्तटेगा है (/ ४) 

0 /86% 
35 4, ६- 9 2-ं- २, थे +-68 
(0५ बा 
$(6 + 8), ४(ध- 2 + ) 
का प्रयोग करते हैं जिसका ब्युत्पादन 
(6) 


32) (4; 24; 2) ३77५ (8; 20; --<) 
[ 
स् 048 | (६-2) (धर? | ) धन न 9 4--8; व्‌ »*| 


| 2 |<, [, 7. 86] के द्वारा कर सकते हैं । 
निर्देश 
मग्सस, डब्लू० ओबरहेटिनगर, एफ० तथा त्रिकोमी, ई०, प्ांड्ठा/67 उ7क्व80७7- 


. एडेल्यी, ए०, 
तल्ाा।॥ हप्ा८ा075, भाग 4, न्‍्यूयार्के 953 
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लेखकों से निवेदन 


विज्ञान परिषद्‌ अनुसन्धान पत्रिका में वे ही अनुसन्धान लेख छापे जा सकेंगे, जो अन्यत्र न तो छपे हों 
और न प्ागे छापे जायें । प्रत्येक लेखक से इस सहयोग की आशा की जाती है कि इसमें प्रकाशित 
लेखों का स्तर वही हो जो किसी राष्ट्र की वैज्ञानिक अनुसन्धान पत्रिका का होना चाहिए । 

लेख नागरी लिपि और हिन्दी भाषा में..प्रष्ठ के एक ओर ही सुस्पष्ट अक्षरों में लिखे श्रथवा टाइप किये 
आने चाहिए तथा पंक्तियों बीच में पाइर्व में संशोधन के लिए उचित रिक्त स्थान होना चाहिए । 
अंग्रेजी में भेजे गये लेखों के अनुवाद का भी कार्यालय में प्रबन्ध है। इस अनुवाद के लिये तीन 
रुपये प्रति मुद्रित पृष्ठ के हिसाब से पारिश्रमिक लेखक को देना होगा । 

लेखों में साधारणतया यूरोपीय अक्षरों के साथ रोमन अंकों का व्यवहार भी किया जा 
सकेगा, जैसे (६ |?८८7५), अथवा ०११” इत्यादि । रेखाचित्रों या ग्राफों पर रोमन अकों का 
भी प्रयोग हो सकता है । 

ग्राफों और चित्रों में नागरी लिपि में दिये आदेशों के साथ यूरोपीय भाषा में भी आदेश दे 
देना अनुचित न होगा । 


प्रत्येक लेख के साथ हिन्दी में और अंग्रेजी में एक संक्षित सारांश (8ए7777979) भी आना 
चाहिए । अंग्रेजी में दिया गया यह सारांश इतना स्पष्ट होना चाहिए कि विदेशी संक्षिप्तियों 
(4०8072०08) में इनसे सहायता ली जा सके । 

प्रकाशनाथ चित्र काली इंडिया स्याही से ब्रिस्टल बोर्ड कागज पर बने आने चाहिए । इस पर 
ग्रंक और अक्षर पेन्सिल से लिखे होने चाहिए । जितने श्राकार का चित्र छापना है, उसके दुगने 
ग्राकार के चित्र तैयार हो कर झाने चाहिए। चित्रों को कार्यालय में भी श्राटिस्ट से तंयार 
कराया जा सकता है, पर उसका पारिश्रमिक लेखक को देना होगा ! चौथाई मूल्य पर चित्रों 
के ब्लाक लेखकों के हाथ बेचे भी जा सकेंगे ।' 

लेखों में निर्देश (?९८(८०८०८८ ) लेख के अन्त में दिये जायगे। 

पहले व्यक्तियों के नाम, जर्नेल का संक्षिप्त नाम, फिर वर्ष, फिर माग (५०प००८) और 
प्रन्त में पृष्ठ संख्या । निम्न प्रकार से-- 

फॉवेल, आर० झआर० और म्युलर, जे० । जाइड फिजिक० केमि०, 928, 450, 80 | 

प्रत्येक लेख के 50 पुनर्मुद्रण (रिप्रिण्ट) बिना मूल्य दिये जाय॑ँगे। इनके श्रतिरिक्त यदि और 
प्रतियाँ लेनी हों, तो लागत मूल्य पर मिल सकेंगी । 


लेख “सम्पादक, विज्ञान परिषद्‌ अनुसन्धान पत्निका, विज्ञान परिषद्‌, प्रयाग”, इस पते पर 
आने चाहिए । आलोचक की सम्मति प्राप्त करके लेख प्रकाशित किये जाएँगे । 


प्रबंध सम्पादक 


प्रधान सम्षादक 
स्वामी सत्य प्रकाश सरस्वती 


प्रबन्ध सम्पादक 


डा० शिवगोपाल मिश्र, 
एम०एस-सी ०, डी०फिल ० 
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